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By establishing differentiable structures in general 
sets we get a treatment of differentiable manifolds and with 
this we get back the under lying topological properties.
This way we develop differential equations of the / 
first and second order in manifolds, especially sprays and / 
the exponential map.
RESUMO
Estabelecendo estruturas diferenciáveis em conjuntos 
gerais conseguimos um tratamento das variedades diferenciáveis, 
com o qual recuperamos as propriedades topologicas subjacentes.
Assim conseguimos tratar equações diferenciais de pri^ 
meira e segunda ordem em variedades, em especial sprays e a
aplicação exponencial.
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INTRODUÇÃO
Na analise clássica tratamos de funções com valores 
reais definidas em |Rn . Para definir uma função contínua entre 
conjuntos mais gerais é necessário dar a estes conjuntos uma 
estrutura topolõgica. Neste trabalho essa idéia vai mais além, 
seguindo o roteiro estabelecido por F. Brickell e S. Clark / 
( 1 7 1 ) . De fato, para definir uma função diferenciãvel entre 
dois conjuntos gerais, damos a estes conjuntos uma "estrutura 
diferenciãvel" com a qual eles se tornam variedades diferen - 
ciáveis. Isto é o começo para algumas extensões de longo alcan 
ce da matemática clássica, tanto em Análise como em Geometria.
Neste trabalho pretendemos atingir alguns desses o b ­
jetivos. Em particular, o estudo das propriedades topologicas 
de variedades e aplicações diferenciáveis, com alguns exemplos 
relevantes, entre eles exemplos de estruturas diferentes em um 
mesmo conjunto, campos de vetores, operadores diferenciáveis , 
fibrados t a n g e n t e s ,  variedades paraleli zãveis , orientabi lida- 
de e conexões lineares. Como aplicação deste desenvolvimento , 
trataremos no capítulo IV equações diferenciais de primeira e 
segunda ordem sobre variedades, terminando com a aplicação ex­





0 tratamento da teoria das variedades diferenciáveis 
simplifica-se grandemente, usando a seguinte modificação na 
definição de função.
Definição 1_
Dados dois conjuntos A e B, uma função f: A —^B ê 
uma correspondência que a cada elemento a de um subconj unto 
de A (denotado dom (f)) corresponde um único elemento fa de B.
fa ê o valor da f em a. A expressão "f em a ” escreve 
remos f .
Definição 2
Se o domínio da f: A — *B ê A, diremos que f ê uma fun 
ção em A e a chamaremos de função g l o b a l .
Portanto a notação f : A—>B não ê necessariamente glo­
bal .
Definição 3
Dada uma função f:A—»B e um subconjunto VCLB, deno 
onjunto
f V v  = ^ a £ A ,  tal que fa é v}
taremos por f 1 V o c
£ ê uma injeção quando fa = £a^ somente se a=a^
Definição 4_
Uma injeção f:A—JB cujo domínio é A e cuja imagem é B, 
ê chamada uma bijeção.
Definição 5^
Dado um subconjunto V de A que intercepta o domínio U 
da f , definimos uma nova função
f|V : A ---> B  com domínio U D  V pela mesma
lei a i---> fa
f | V ê chamada a restrição da f.
Definição ^
Se a imagem de f:A ---> B é B, diremos que f tem valores
em B e ê uma função sobrejetiva.
Definição ]_
Sej am f : A ----> B e g : B ---> C
Seja A-^  o conjunto de elementos a de A tal que fa esta 
definida e pertence ao domínio da g
Se A-^  ê não-vazio, definimos a função
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Para existir g of precisamos que a imagem da f inter 
seção com o domínio da g não seja vazio.
Definição 8^
Uma função f : |Rn ■— * IR é de classe C°° em um ponto 
z de seu domínio se cada derivada parcial da f existe e é con 
tínua em alguma vizinhança de z
~  -  l Sejam as funções proj eçoes p^ : (R ---> (R
n Â.Uma funçao f: IR -— > |R é de classe C°° em z se as 
funções de valores reais
f a = p of ( - 1, . . . ,jjj são de classe C” em az .
- -  o°f sera chamada uma função C se ela e de classeoo
C em cada ponto de seu domínio. 0 domínio de tais funções sao 
subconjuntos abertos de |Rn .
Definição 9_
Um difeomorfismo f: (Rn ---> iRn é uma injeção tal que
-1 — — 00 «■ ~ f e f sao funções C . Seus domínios nao precisam ser todo o 
|Rn.
Definição 10
*•' 00 n n - Uma funçao C f: R. --- > |R e localmente um difeomor
fismo se cada ponto z de seu domínio admite uma vizinhança V ,
tal que f|V e um d i f eomorfismo.
Uma função diferenciãvel f:M -— >M' ê uma imersão se o 
posto da f é igual ã dimensão de M em cada ponto do seu domínio.
A função derivada em cada espaço tangente é portanto / 
uma injeção.
Se o domínio da f é todo M, f é chamada uma imersão de 
M em M', onde M e M são variedades diferenciáveis.
Definição 12
Uma variedade diferenciãvel M ê uma subvariedade de 
uma variedade diferenciãvel M' se M ê um subconjunto de M' e se 





Seja M um conjunto qualquer e U C M
Uma injeção x : M --->> |Rn , com domínio U, cuja ima
gem ê um subconjunto aberto de |Rn ê chamada uma carta n - d i ­
mensional.
Definição 1.2 •
Sejam p..' IRn — -> IR as funções projeções.1 •
Uma carta n - dimensional x define em seu domínio U 
um conjunto de funções coordenadas
x 1 = p^ o x (i = 1 ,2 ,...,n)
0 conjunto das coordenadas de um ponto m £ U ,  ê deno­
tado na carta x por
xm = (x^m, ... , xnm)
Em geral, não é possível construir uma carta adequa­
da para um conjunto M cujo domínio é todo M. 0 melhor que pode 
mos usualmente fazer é definir uma coleção A de cartas n - d i ­
mensional para M, cujos domínios cobrem M.
Definição 1.3
Seja A uma coleção de cartas n - dimensional cujos 
domínios cobrem M %
Sejam x e y duas cartas quaisquer de A cujos domínios 
U c V se interceptam
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A coleção A ê chamada um atlas C ” de M em (Rn se a 
mudança de coordenadas
- 1 *"n —  |Rn ç um difeomorfismo ( C a p .O - D e f .9)y o x : | R
Exemplo 1.1
1 -* 2. S o conjunto dos pontos do círculo unitário em IR* 
Seja U = { (sen 2tts , c o s 2tts) , 0<s<l} um subconjunto de S 1 ,
A função
x : S' -> |R definida em U por
(sen 2tts, c o s  2irs ) I---- > s  ê uma injeção sobre
o subconjunto aberto (0 ,1) de IR ,
Portanto x ê uma carta para S*.







Seja IT = {(sen 2tts , cos 2tts)}, " l.< s< 1  outro sub-
2 2 conjunto
de S 1 .
A função
x : S^ ---> |R definida em U' por
(sen 2 tts , cos 2 t t s ) »---- > s  ê outra carta de S*
como segue
1 ^U e U' cobrem S e U e U' se interceptam como segue
Assim: 
x ' = x
x ' = x - i  , r < x < i
2
0 < x < 1_ 
2
As mudanças de coordenadas x' o x  ^ : IR ----- IR são
(x* o x " 1) s = V
s , s É  (0 ,~ )
s-1 , s£(i , 1)
Portanto x 1 o x : IR ---> |R e um dif eomorf ismo e as-i
sim as cartas x e x' formam um atlas C de S em IR.
Definição 1.4
CO
Um conjunto M pode admitir mais que um atlas C em
n w ooIR . Se a união de duas coleçoes de cartas de dois atlas C
— 00' ^  . e um atlas C , entao eles sao ditos equivalentes
Definição 1.5
00 ^Um Atlas C de um conjunto M e dito completo se ele
não esta contido em nenhum outro Atlas C°° de M.
Proposição 1.1
Cada Atlas C°° de M em |Rn estã contido em exatamente 
um Atlas C°° completo .
Prova
Seja A um atlas C°° de M em |Rn ,
Seja U o domínio de uma carta x ^£A ,
Consideremos o conjunto A+ de todas as cartas
y : M ---^ |Rn tal que se U intercepta o domínio V da carta y ,
então y o xa  ^ ê um difeomorfismo ,
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Vejamos que:
A+ ê um atlas C°° de M em |Rn .
De fato
Escolhamos duas cartas y, y'£ A+ cujos domínios V e V' 
se interceptam.
Se z é um ponto de y ( V f i V )  existe uma carta xa £  A 
cujo domínio contêm y - 1z.
Por hipotise y o x 1 e x o y' 1 são difeomorfismosa ae entao
Cy o x - 1) „ (*<, y ' " 1) ^  
ê um difeomorfismo cujo domínio ê uma vizinhança de z (o domínio 
ê uma restrição de y o y'~^).
Portanto
y o y' 1 ê localmente um difeomo r f i s m o .
Mas y o y' 1 ê uma injeção e, assim, ê um difeomorfis. 
mo. Portanto A+ ê um atlas C 00 .
Vej amos que
A+ ê um atlas completo.
Qualquer atlas A , tal que A C  A' deve estar contido em 
A+, isto ê:
A C  A' C  A+
Portanto A+ ê um atlas completo e é único.
Definição 1 .6 
Seja M um conjunto.
Se M possui um àtlas C°° completo de M em IRn , dize­
mos que M possui uma estrutura C"° de dimensão n.
- 11 -
A proposição 1.1 mostra que uma estrutura C ê deter
uO
minada em M por qualquer atlas C de M. Portanto não precisa­
mos especificar um atlas completo de M para determinar tal es­
trutura.
Atlas C°° equivalentes pertencem ao mesmo atlas comple00
to e assim determinam a mesma estrutura C em M.
De fato
A equivalente a A' implica que a U  A' ê um atlas C™ . 
segue pela proposição 1.1 que
( A U A') C - A +
Portanto
A C  A+ e A' C  A+
00Atlas C não-equivaientes pertencem a atlas completos diferen 
tes e assim determinam estruturas C°° diferentes.
Ilustraremos com um exemplo.
Exemplo 1.2
3A funçao y: IR -----> |R definida em IR por s i---> s e
CO ^uma carta que determina uma estrutura C em IR a qual e diferen 
te de sua estrutura C 00 padrão (definida abaixo) .
Vejamos que y determina uma estrutura C°° em |R.
De fato
0 domínio da carta y ê todo IR e assim fornece um atlas 
C°° de |R em |R.
Pela proposição 1.1 este atlas determina uma estrutura 
C°° de dimensão 1 em IR.
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Do mesmo modo a função x: |R ---^ |R definida por si---> s,
determina uma estrutura C°° em IR, chamada estrutura c ’ padrão .
Vejamos que
Os atlas A e A', determinados pelas cartas y e x, respc 
ctivamente não são equivalentes.
Temos que
y : IR ---> IR e x : lR --> IR




(x o y _1)s .= x(y ^s) = x $"5 = ^s~ , então
“  X “  CO ^  ^x o y nao e C em s=0 , portanto nao e um difeomor
f i s m o .
Segue que A U A '  não ê um atlas C°° em |R, portanto
A e A' não são equivalentes.
Atlas C°° não-equivalentes estão contidos em Atlas C°° 
completos diferentes, portanto A e A' determinam estruturas C°° 
diferentes em IR.
Definição 1.7
Um conjunto M com uma estrutura C°° de dimensão n ê cha 
mada uma variedade diferenciável ( ou variedade ) de dimensão n.
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Uma carta do atlas completo que determina esta estru­
tura ê chamada uma carta da variedade diferenciãvel M e seu do 
mínio é chamado domínio coordenado da variedade diferenciavel 
M.
Uma carta em um ponto m £  M, significa dizer uma carta 
da variedade M cujo domínio U contém m. U é chamada vizinhança 
coordenada de m.
2. F u n ç õ e s  d i f e r e n c i á v e i s  e n t r e  d u a s  V a r i e d a d e s
Definição 2.1
Sejam M  e M' variedades diferenciáveis de dimensão n e 
n ' , respectivamente.
Seja f : M  ——> M' e m  um ponto no domínio da f.
Consideremos duas cartas x e x' em m e fm, respectiva
mente
A função
F = x ' o  f o  x 1 : JRn 
présentante coordenado da f.
n 1 **|R e chamada um re-
R n
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£ : M ---> M' é diferenciãvel em m se F : |Rn ---> |Rn
-  00 e de classe C em xm.
• Vejamos que
Esta definição ê independente da escolha do represen­
tante c o o r d e n a d o .
De fato
Suponhamos que G = y' o f o y ^ seja outro represen­
tante coordenado da f .
Então a restrição da G a um subconjunto aberto B do 
domínio A de G, com A f\ B f 0 ê da forma
00
se C
G | B = y' o x '"1 ox'. o f o x ^ ó x o y ^ e é d e  cias
desde que
Cy' o x' o x' o f o x ^ o (x o y =
I 1—1 — 1 •- co=( y o x ) o F o ( x o y ) e de classe C 
De fato
y' o x  ^ e x o y**^ são difeomorfismos (portanto de 
00 •- 1 ° classe C ) e F e de classe C em xm, segue que
G = y' o f o y ^ é de classe C ™ ’ em ym ,
Uma função f : M --- >M' é diferenciãvel se ê dife
renciãvel em cada ponto de seu domínio.
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As estruturas diferenciáveis em muitas variedades são 
mencionadas para construir funções diferenciáveis.
Exemplo 2.1 ([ 10J )
Seja o produto x de duas variedades diferenciá­
veis de dimensões n^ , tl^, respectivamente.
Sejam as projeções x definidas por
= Pi
Vamos definir uma estrutura C00 em x M 2 a qual tor
na cada tt .diferenciável.1
Se x^ e X 2 são duas cartas de , M 2 com domínios 
e U 2 respectivamente, a função
x^ ^ x 2 • x ^2 ---- ^ x = + n2 ’ dada
por x^ x X 2 (p^ , P 2) = (x iPi > x 2^ 2  ^ ® uma in jeÇao c u ja imagem
^x l^l^ x ^x 2^2^ ® aberto em |Rn i + n2 . Portanto ê uma carta pa 
ra x M 2 com domínio U-^  x
Se y^ x Y 2 ê uma outra, carta cujo domínio V^ x V 2 in 
tercepta x , a mudança de coordenadas
(y-l * x x 2  ^ ~ ^ 1  x y 2^  ^  ^X 1 x x 2  ^=
= (y^ 0 x ^  x (y2 0 x 2 ^)  © um difeomorfismo desde 
que produto de difeomorfismo é um d i feomorfismo. Portanto o con 
junto de todas tais cartas ê um atlas C50 e assim define uma es 
trutura C00 de dimensão n^ + n 2 em x M 2 .
Vejamos que
são diferenciáveis e temos o diagrama comutativo
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TT
M 1 X M 1
F = X j 0 Tf olx1 xx J " 1
Onde
x x x x 2 (Pj , p 2) - Cx1p 1 , x 2p 2) , isto é ,
X 1 X X  2  =  ( X j  O TT jjL , X  2 O TT 2 )
Assim
F.i









F^ são funções projeções que são de classe C 
Portanto cada tt^ ê d i ferenciãvel.
Exemplo 2.2
Seja M(n x. n, IR) o conjunto de todas as matrizes qua- 
reais n x n.
Vamos definir uma estrutura diferenciãvel em M(n x n,|R) 
torna a função determinante
det: M (n k  n, |R) — —> JR uma função diferenciãvel..
Seja a injeção x: M(n x n, |R) ---- > IRnn definida por
Esta função e sobre |Rnn que ê aberto e portanto é uma
- 1 7  -
carta cujo domínio é todo o conjunto M (n x n , | R ) . Tal carta 
x define entao um atlas C de M(n x n,|R) em R o qual de 
termina uma estrutura C°° em M (n « p, IR) .
Usando as cartas x e identidade para M (n s n, IR) e|R, 
respectivamente, temos:
|Rnn --- X— --- ^ M (n x n, IR) - ^ ^ | R  — - IR
1 —nF = id o det o x : | R ------ >|R e uma função polinomi­
al a qual ê o representante coordenado da função determinante.
-• CO _  ^Como F ê de classe C entao a funçao determinante e dji 
ferenciãvel.
Definição 2 . 2
Um difeomorfismo f: M ---^ M' ê uma injeção tal que f e
f ^ são ambas funções diferenciáveis.
Definição 2.3
Uma função f: M ---> M' ê localmente um di f e o m o r f i s m o ,
se cada ponto m de seu domínio tem uma vizinhança tal que 
ê um difeomo r f i s m o .• I m
Duas variedades diferenciáveis M,M' são difeomorficas 
se existe um-difeomorfismo global de M em M ' .
Exemplo 2.3
20 conjunto E de todos os pontos em |R da forma (sen 2 s , 
sen s ) , s £  lR ê chamado a Figura OITO representada abaixo.
A injeção x : E ---- > IR definida por
x(sen 2s, sen s) = s , se 0 < s< 2tt 
ê sobre o intervalo aberto (0, 2tt) de |R e assim x ê uma carta
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cujo domínio e todo E e portanto x o x - l é a identidade em 
(0,2 ir) .
Segue que x. fornece um atlas C°° de E em IR e fica 




Seja y:E ---- > |R definida por
y(sen 2s , sen s) = s , se -tt < s < ir
y ê uma injeção sobre o intervalo aberto (—tt, tt) de |R e seu do­
mínio ê todo E. Portanto fornece um outro atlas C°° de E em |R 
e consequentemente uma estrutura C“ em E.
desde que, y o x 1 : |R —--- >|R não é um. difeomorfismo
De fato
(y o x s - y(x 1s) = y(sen 2s , sen s)
^ S , 0< S <7T
0 , s = u 
s - 2TT , 7T<S< 2TT
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ê diferenciável. Segue que y o x  ^ não ê um difeomorfismo e os 
dois Atlas não são equivalentes.
Assim as cartas x e y determinam estruturas diferencia 
veis diferentes sobre a Figura OITO. Segue que, temos duas varie 
dades E , E ' .
V e j amos que
E e E' são variedades d i feomorficas.
Para mostrar a afirmação devemos exibir um difeomorfi_s 
mo global f: E ---- > E '
A função f: E ---- ^ E 1 definida por
(sen 2s , sen s) «----- > £sen 2 ( s - tt) , sen (s — ttJJ
ê um difeomorfismo desde que o seu representante coordenado F em 
termos das cartas x e y de E,E' respectivamente ê a translação 
s «----- > s -ir sobre o intervalo aberto ( 0, 2tt) de |R.
E
(0 ,*)
F=y o f o x -1
S-TT
F s = ( y o f ó x 1) s = y f  (x~*s) = 
= yjsen 2 ( s - tt) ,  sen(s-ufj = s - tt
yf (sen2s , sen s ) =
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Assim as injeções F e F '''são funções C°° sobre (0 , 2ir) 
e (-tt.tt) respectivamente e portanto são diferenciáveis.
Segue que f ê um difeomorfismo global de E em E' e a£ 
sim E e E' são variedades diferenciáveis d i f e o m ó r f i c a s .
3. A topologia de uma variedade
Proposição 3.1
A  coleção dos domínios coordenados de uma variedade M, 
formam uma base para uma topologia no conjunto M.
Prova
É suficiente mostrar que a interseção não-vazia de 
qualquer par de domínios coordenados da variedade M ê também um 
domínio coordenado ([3j) .
Sejam x e y cartas de M, cujos domínios U e V se in­
terceptam . Então
a) y o x  ^ ê um difeomorf ismo cujo domínio x ( u n v )  ê 
aberto em |Rn .
b) (Uf\V) C U.
Vamos mostrar que x j u H V  ê uma carta da variedade M.
Como x ê uma carta da variedade M, x ê uma injeção de 
M em|Rn com domínio U e cuja imagem é um aberto de|Rn . Segue que
x | U flV é uma carta do conjunto M.
Como (xj ,j pjy) o y * é uma restrição do domínio do di- 
feomorfismo x o y
(x | U f\ V) o y  ^ também ê um dif eomorf i s m o .
S e g u e  q u e  x ]u n v  é u m a  c a r t a  d o  a t l a s  c o m p l e t o  q u e  
d e f i n e  a e s t r u t u r a  C°°do c o n j u n t o  M, c o m  d o m í n i o  u A v  . P o r ­
t a n t o  U f | V  é u m  d o m í n i o  c o o r d e n a d o  d a  v a r i e d a d e  d i f e r e n c i -  
ã v e l  M. C o n s e q u e n t e m e n t e  t e m o s  q u e  u m a  e s t r u t u r a  C°°em u m  / 
c o n j u n t o  M  i n d u z  u m a  t o p o l o g i a  s o b r e  M.
D e f i n i ç ã o  3.1
A  t o p o l o g i a  i n d u z i d a  no  c o n j u n t o  M  p o r  s u a  e s t r u ­
t u r a  C°°é c h a m a d a  t o p o l o g i a  d a  v a r i e d a d e  M.
C o m  a t o p o l o g i a  i n d u z i d a  n o  c o n j u n t o  M, p o r  s u a  
e s t r u t u r a  cf°, ura s u b c o n j u n t o  U n ã o  v a z i o  d e  M  é a b e r t o  se 
e só se c a d a  p o n t o  d e  U t e m  u m a  v i z i n h a n ç a  c o o r d e n a d a  c o n ­
t i d a  e m  U. C o n s e q u e n t e m e n t e  a t o p o l o g i a  d a  v a r i e d a d e  IRn é 
a t o p o l o g i a  p a d r ã o  d e  IRn .
A  p r o p o s i ç ã o  3.1 m o s t r a  q u e  c a d a  v a r i e d a d e  d i f e  - 
r e n c i á v e l  t e m  u m a  e s t r u t u r a  t o p o l ó g i c a  i n d u z i d a .
P r o p o s i ç ã o  3.2
S u p o n h a m o s  q u e  a u m  c o n j u n t o  M  é d a d o  u m a  e s t r u t u ­
r a  t o p o l ó g i c a  e u m a  e s t r u t u r a  Cf° . A  t o p o l o g i a  i n d u z i d a  e m  M  
c o i n c i d e  c o m  a t o p o l o g i a  d a d a  se e sõ se as c a r t a s  d e  u m  
a t l a s  d e  M  são h o m e o m o r f i s m o s  r e l a t i v o a  ã t o p o l o g i a  d a d a .
P r o v a
A  c o n d i ç ã o  é n e c e s s á r i a .
P a r a  v e r  isto, d e v e m o s  m o s t r a r  q u e  q u a l q u e r  c a r t a  x 
d e  M  é c o n t í n u a  e a b e r t a .  S u p o n h a m o s  q u e  U e V  s e j a m  os  d o ­
m í n i o  e imagem, r e s p e c t i v a m e n t e ,  d a  c a r t a  x.
a) S e j a  V-^ u m  s u b c o n j u n t o  a b e r t o  d e  IR: e s e j a  W = * — 1
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arta de M com do
mínio U O  W = W. Segue que W ê aberto em M. Portanto x é contínuã,
b) Seja U 'C  U aberto bãsico. Então U' é o domínio de 
uma carta y de M.
y o x * ê um difeomorfismõ em |Rn e seu domínio /
x ( U O U ' )  = x U' ê aberto emlRn . Qualquer subconjunto aberto de 
M ê a união de conjuntos abertos básicos e assim sua imagem sob 
x ê aberto emJRn . Segue que xU ê aberto em |Rn e portanto x ê a- 
berta.
Vejamos agora que
A  condição ê suficiente.
Seja^l^a coleção de conjuntos abertos na topologia da­
da e coleção de conjuntos abertos na topologia induzida.
Vamos mostrar que*lj[c *l/e •
a) Seja V€ V e x uma carta de um atlas cujo domínio W 
intercepta V. Então Vf)W é aberto relativo ã topologia induzida.
Como x 5 um homeomorfismo relativo â topologia induzida 
então x (VflW) e aberto em|Rn .
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Mas por hipótise x é um homeomorfismo relativo â topo 
logia dada e assim VflW é um aberto de*^^ Segue que V é a união 
de elementos de <\|j3 assim V £
V g K  v e ^  entao V c .  %  •
b) Seja U£^l|^e x uma' carta de um atlas cujo domínio 
W intercepta U.
W 6 . então W ê ^ ^ p o i s  vimos que V c {u . -
Segue que U O W £ ^ U ^  e assim x ( U H W )  é um aberto em |Rn 
pois x ê um homeomorfismo na topologia dada.
W £ x ê uma carta de um atlas portanto x é um homeo 
morfismo relativo â topologia induzida.
Como x ( U H W )  ê aberto em |Rn segue que U fl W é aberto re 
lativo â topologia induzida e assim U ê a união de elementos de
v .
Portanto U
Como U ^ e n t ã o ^ C  “V .
Por a) e b) < \ J L - V -
Definição 3.2
Uma variedade M e conexa se, com. sua topologia induzi^ 
da, ela ê um espaço topologico conexo.
Definição 3.3
A topologia de uma variedade diferenciãvel satisfaz os 
axiomas e o Primeiro axioma da enumerabilidade (C4J).
Uma variedade cuja topologia satisfaz o axioma T  ^ (C4p) 
é chamada uma variedade de H a u s d o r f f .
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Proposição 5.3
Se M ê uma variedade de Hausdorff e m ê um ponto no do
mínio de uma função diferenciável g:M --->|R, existe uma função
global G: M ---- >|R que coincide com a g em alguma vizinhança de
m.
Prova
Seja x uma carta de M, cujo domínio U contem m e m es
tá n o  d o m í n i o  d a  g .
. Sejam B e Bj bolas abertas com centro em xm  ^£  IRn , tal
que
B C B  C  B 1 C B 1 C  xU
a) Como qualquer carta x da variedade diferenciável M ê 
um h o m e o m o r f i s m o , x ê contínua e aberta (fechada) e portanto se 
V = x -1B e V 1 = x - 1B 1 ,
V  = x_1B e V 1= x " 1^
, b) Como a variedade IRn ê normal, existe uma função dife 
renciãvel F :IRn ---- ^|R, tal que F = 1 em B e F = 0 em |Rn - B^
C M )  - Teorema de P. U r y s o h n ) .
c) A função diferenciável (Fox)g : M —>|R com domínio U 
e a função zero no conjunto aberto M-V-^ concordam na interseção 
U-Vj de seus domínios e assim fica definida uma função diferen -
ciável G : M --->|R, a qual coincide com a g em uma vizinhança de
m.
- 25 -
4. Diferenciação em uma variedade
■ - n 1 A derivada de uma funçao diferenciavel f:|R ---- >|R
em um ponto z de seu domínio ê definida como sendo uma função
linear (Df) : |Rn ---- ) |R . Usando base natural a matriz desta
funçao e”*a matriz Jacobiana J£Z.
Estenderemos esta idéia para funções diferenciáveis
0:M ---> M ' .  Com este objetivo introduziremos a noção de espaço
vetorial tangente em cada ponto de uma variedade e então, defi­
niremos uma função linear derivada entre espaços tangentes.
Definição 4.1
Seja x uma carta com domínio U, de uiria variedade dife- 
renciãvel M.
Uma função diferenciável f: M ----^|R com domínio V, tem
um representante coordenado F tal que em relação as cartas x e 
identidade em IR,
f = F o x , e m U n v .
Assim F :Rn---- ^ IR ê uma função diferenciável e portanto
possui derivados parciais que denotaremos por F,i ,( i = l ,...,n ) .
Definimos funções diferenciáveis com domínio Uf\ V por:
■ =  F,i o x : M --->IR
d*1
Quando M = |Rn e x é a carta identidade tais funções são 
as derivadas parciais.
Se M ê uma variedade diferenciável de dimensão n, o con­
junto de funções diferenciáveis f: M ---)|R, cujos domínios inclu­
em m€M, será denotado p o r ^ ( m )  . Uma função IR- linear em o(m) se-
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rã chamada operador linear em í(m)
tal que:
D e f i n i ç ã o  4.2
Uma derivação e m ^ ( m )  é um operador linear A íf(nO — ->|R 
A (fg) = (fm)(Ag) + (Af)(gm). .
Proposição 4 .1
Se f, g são funções diferenciáveis de valores reais em 
M e se a, 3 £  |R, então:
U )  _3_ ( a f  + eg)  + 3
- 3 x i «X 3x
3JL_
(ii) (fg)
3 x 3 x 9 x J
Prova
(i) Usando uma carta x com domínio U e a carta identida 
de em IR, temos os seguintes diagramas comutativos.








f e g são funções diferenciáveis em M com domínios V e 
V' respectivamente e assim possuem representantes coordenados F 
e G tal que:
f = F o x e m U f ! V  
g = G o x e m U A V '
Entao o domínio de af + Bg ê (U H  V) (U f\ V ') e como é
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uma função diferenciãvel em M, possui um representante coordena 
do a F + 3 G .
Usando a definição 4.1, temos em ( U A  V) A (U fl V ')
8 ^ (af + 3.g) = (aF + 3C) 5i' Q x 
3xx
= (aF,i + 3 G , i ) o X
= a(F,i o x) + 3 (G,i o x)
+ ■ B
3 X 1 3 x *
onde (a I* + 8 6 ) , i e (aF,i + 8 G,i) são os representan 
tes coordenados para (af + 8 g) e a 3f +p. 3g , respectivamen­
te. 3 X 1 3xx 3xX
(ii) De modo análogo temos FG como representante coor 
denado para fg e
9. (fg) = (FG),i o x
3x = (FG,i + GF,i) o x
= (FG,i) o x + (GF,i) o x 
= (F0x)(G,i o x) + (G o x) (F,i o x)
f 3g + g 3f 
3X1 3xX
Como consequência desta proposição temos que se x é 
uma carta de M cujo domínio inclui um ponto m, a função
( —nr) :í ( m ) —— definida por: n
3x m ■ _ ^ 3 f '1 - j - - ‘Tr af i---- ^ (— j-J e uma derivaçao em ^ ( m )  .
3 x
Definição 4.3
0 conjunto de todas as derivações em ^ ( m )  ê um espaço 
vetorial real o qual chamaremos espaço tangente Tm M em m.
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Cada derivação em cT(m) é um elemento deste espaço e a 
chamaremos um vetor tangente em m.
Definição 4 .4
Se x é uma carta de M cujo domínio inclui um ponto m,
3os vetores (---=-) , (i = l,...,n), formam uma base para T M ,
chamada base canônica para Tm M associada com a carta x. Por
tanto T M tem dimensão n. m
Cada derivação A e m ^ ( m )  pode ser escrita na forma:
8x
Portanto se y ê uma outra carta de M cujo domínio in­
clui m, uma base para T^M ê dada por:
( J L )  =
ayJ m ayJ m 3x m
Definição 4.5
Seja 0 : M --- >M' uma função diferen c i ã v e l , m um pon-
• to no domínio da 0 e m' = 0m
Se f€<£(m'), f o 0€-jf(m).
A função definida por f i---- > u (f o 0) ê uma derivação
emcfcm'), onde u ê um vetor de T^M, desde que:
(af + bg) 0 0 = a(f o 0) + b(g o 0), a, b,£lR 
(fg) o 0 = (f o 0) (g o 0)
Esta derivação e portanto um vetor de T mM' e repre s e n ­
tamos por 0 *m u *
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A função
0* : T M ----> T ,M '^*m m m
definida deste modo é chamada função linear derivada em T M ,
Vamos mostrar que ela satisfaz a definição 4.2.
(0 *m u) fg = u((fg),0 0 ) = u[(f 0 0) (g o 0 )] = 
= (f o 0)m .u (g 0 0 ) +  u(f 0 0) • (g 0 0) rn =
f(0ní). 0 *m g + 0 *m f.g(0m)
f m' • 0 *m g + 0 *m f.gm'
Definição 4 .6
Sejam x,y cartas de M e MJ em m e 0m, respectivamente.
Como cada derivação A e m ^ ( m )  ê da forma A=j[Ax*' ( -^ -j-) ,
então o vetor w = 0* u de T ,M’ ê representado por: ^  mm m  r
w = 0 * u = y a ( —— ) a^*m 7 K  ^ a 0m
onde por definição;
w ya = (0 *m u) ya = u(ya o 0)
Consequentemente a função linear 0*m : TmM ----- ^0m^'
aplicada aos vetores da base para T^M fica definida por:
( 3 . ) |------------- ) (— ã— )
3X1 m ^ 3X1 m 8y a 0m
Com esta base a matriz da função linear 0* ê:m
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9 ( y a  o 0 ) 
3x^ m
J (xm)
onde e a matriz Jacobiana do representante coordena
do $ = y o 0 o x" 1 da função 0 .
Exemplo 4.1
Se e ^  e 2 > ••• ,eR e uma base para um espaço vetorial
real A, o isomorfismo A---- ^ IRn definido p o r ^ c ^ e -  *----> (ct.l ...a11)
— ~ 00  ^e uma carta que define a estrutura padrão C para o espaço veto 
rial real A.
Dado qualquer vetor a £  A definimos um isomorfismo c a ­
nônico J & : A ---- > T aA P or e i '----^ ~ ^ a■ 3x
Suponhamos agora que A e B são espaços vetoriais reais 
com sua estrutura diferenciãvel padrão e que f! : A ——^ B  ê uma 
função diferen c i ã v e l .
Se a ê um ponto no domínio de 0, temos definida uma / 
função linear
: V  ----> V B ■
Isto dã origem a uma função linear chamada derivada da 
0 no ponto a , representada por (D 0 ) e definida por:
a
<D*»a= J f|a 0 0 J - - A — > B
Então se |e j^e |^a) sao bases para A e B respectivamen 
te e se x,y são as correspondentes cartas p a d r õ e s , t e m o s :
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0 J0ã
"> T xA a -> T B 0a B
• i * - »  «■ 't?’..— < i i í - 2 4 i > . ( _ w ,
dX a 3x 9y
E ( 9 (y^ ojZf) ) E
a a
9 x‘
A s s i m
(D0) e ; 
a
= j _ 1 (jgf (_2— ) )
0a *a a x i a
= j "1 f
0a V z (_ 3 ..(aLot.p_ j g ) > ( a- )9x "cr 0a )
9x
a
T e m o s  o d i a g r a m a  c o m u t a t i v o
0
2Y 1e.€ A i a
$ = y  o 0 o x -1
y
(Yf.. ,Yn )€ lRn ■+ IR^ ? (BÍ-. . • ,3*)
o n d e  x (£ ( y1 e .) = ( y - , . . . , y n ) e y ( l g a E ) = (31 , . . ..gA ) ■a
P o r t a n t o  a m a t r i z  d a  t r a n s f o r m a ç ã o  l i n e a r  (D0)a c o r
r e s p o n d e n t e  a e s c o l h a  d a s  b a s e s  { e . } , { E  }é J a , o n d e1 ot ^
$ = y o 0 o x -1
- 32 -
Exemplo 4.2
Sejam A e B espaços vetoriais reais de dimensão finita 
e 0 : A ---> B uma função linear.
Então para todo u £  A
0* (Ja o) = J 0a C0v) e (D0)a = 0  
onde j é o isomorfismo definido no exemplo anterior. 
a
Vamos mostrar que 0* ^ a u) = e no decorrer da
demonstração ficará explícito que (D0) =0.3.
te «
Sejam x e y as cartas padrões para A e B respectivamen 
Seja u = H  u ie, £  A. Então J (u) = 2 Z u 1 (—^-) .1 »  r, X _3x a
0, CJa u) - 0„a ( 1 )a a 3x 3x a 3y“ 0a
0 ê uma função entre dois espaços vetoriais de dimensão 
finita. Então:
0 u = 0 ^ u iei = 2 ^  0 C = 5 I u i (0 ei) = 2 Z  u 1 Ea
Como u* E é um vetor de B, em relação as cartas x e 
a ay ele ê da forma y i  ^ 3 (y o 0 )j Ea
3x
P o r t a n t o :
J 0 a ^ ^ = J 0 a (2 I uÍEa )=J0a l Ea(
\  9x
^ —  3x 3 3y 0a
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E assim:
M - y o  = J 0a (0 «)
E portanto
(D0)au = Iü
Proposição 4 . 2
Se 0 : M ----^ M' e \p : M' ----são funções diferen
ciãveis e se m pertence ao domínio de ip o 0, então
( * 0 n  *m = %  o
Prova




p : M x M ’ ----^ M
p' : M x M' ---- > M ’
A função
■' T ( a , a ' )  c M  x  M ' )  - - > T a M ®  y - . M '
definida por w /----(p * , p ' * ) tfé um isomorfismo.
- 34 -
Prova
Construiremos uma função inversa para X, definindo as 
liferenciãveis p, : M' ---- x M ’ e p , : M ---------> M  x M'
^or ‘ m ’ >----} (a,m') e m i---) (m,a')
Consideremos a função global
X : T aM ® T a ,M' ----- ) T ( a a , , (M x M' )
definida por (u,u') |----- > P iU + P  y ’ .a. * a* -
Como p o p , , p'o p. são funções identidade e p o pa a a '
P'o Pa > sao funções constantes, segue pela proposição 4.2 que 
X (u,u') projeta-se sob p*, p'* a u, u' respectivamente. Portan 
to X o x e a função identidade em T M 0 - T  ,M'.ci â
Como X e x sao funções lineares entre espaços vetoria 
is de mesma dimensão, X e x  são funções inversas uma da outra.
Definição 4.7
0 posto de uma função diferenciãvel 0 : M  ---> M' em
um ponto m de seu domínio é o posto da função linear derivada
0* : T M ---- M', isto ê, ê a dimensão da imagem da funçãom m 0m
linear 0 * • m
Definição 4 .8
Uma função diferenciãvel 0 : M ---- ^ M 1 ê uma submersão
se
posto 0 = dim M' em cada ponto de seu domínio. Segue 
que a função derivada em cada espaço tangente ê sobjetiva.
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Se o domínio da 0 é todo M, 0 ê chamada uma submersão 
de M em M ' .
Definição 4.9
Uma fibra de uma função 0 : M  ----> M' ê o conjunto
0 ^p, onde p ê um ponto na imagem de 0 .
Definição 4.10
Seja p uma relação de equivalência sobre uma varieda 
de de M. Representamos por M / p o conjunto das classes de equ.i 
valência, isto é, o conjunto quociente.
Seja y:M ---- ^ M/-p a sobrejeção natural que leva cada
ponto de M  em sua classe áe equivalência.
Se aò conjunto M/p é dada a estrutura de uma varieda­
de diferenciãvel M' tal qué y:M ---- ^.M' ê uma submersão, então
M' ê chamada uma variedade quociente de M »
As classes de equivalência de p são as fibras da so­
brejeção natural y:M --->-M/p.
Proposição 4 .4
Seja 0 uma submersão de M em M ' .
Se \p : M' ---- > M ' '  ê tal que ip 0 0 ê dif erenciãvel ,
então ip ê dif erenciãvel.
Prova
Seja p um ponto no domínio de ip o 0.
Existem cartas x, y de M, M' em p e 0p=m tal que o re 
presentante coordenado <j.=y o 0 o x”1 ê (z,w) »----* z.
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Seja q a carta de M' ' em ipm.
Supondo que o domínio da carta x esta contido no d o ­
mínio de y o 0 , então se j F são os representantes coordena 
dos para 0 , iJj respectivamente .
F o <í> = G é o r e p r e s e n t a n t e  coordenado  para  o 0 .
Seja U x V uma vizinhança de x p = ( a ',a 1 ') na qual G é 
d i f e r e n c i ã v é l .
Se z £  U,
G (z , a ' ') = F O  (z , a ’ ')) = F z ,
portanto F ê diferenciável em U e consequentemente 41 ê diferen- 
ciãvel em m.
Definição 4.11
Uma transformação de uma variedade diferenciável M é 
um difeomorfismo de M sobre M.
Definição 4.12 .
Dizemos que um grupo G age em M como um grupo de trans 
formação se temos uma função global.
$ : G x M ------ , tal que
(i) A função 0 , definida para algum g £ G  poro
m t---- > í (g,m) ê uma transformação de M.
0 m poderá ser representado por gm.o
VH
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(ii) Se g, h £  G
0 0 0u = 0 u ^g h 10 gh
Assim
I : M ---- > M  , 0, : M -------> MO
m f ----> $ (g,m) m i ------ -> í> (h,m)
0g h : M ---- > M
m /--- >  $ (gh,m)
onde gh é a operação definida no grupo G.
Definição 4.13
Um grupo de transformação G em uma variedade M é dito 
nuo se cada ponto m £ M  tem uma vizinhança U tal que
U 0  (0 U) é o conjunto vazio a menos que
og seja o elemento neutro e.
CAPITULO II
1. Campos de vetores 
Definição 1.1
A união de todos os espaços tangente TmM, a medida 
que m varia em M, ê chamada fibrado tangente TM da variedade 
diferenciãvel M. Portanto TM é o conjunto de todos os vetores 
tangentes à variedade M.
TM admite uma projeção
ir: TM ---- >M, definida por
ir , = m se e so se u T M. u m
Definição 1.2
Uma função diferenciãvel 0:M ----^M' determina uma fun
ção
0* : TM ----- > T M 1 definida por
u |--- —> 0 * u , onde m = ttum
Esta função ê chamada diferencial da função 0.
Definição 1♦3
Sejam funções quaisquer 0 : M ---- ^M' e ip : M' ---) M.
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Se 0 © tp e a função identidade no domínio da ip , en­
tão \p ê chamada uma secção da função 0 ,
cia a cada ponto m do seu domínio U C  M um vetor tangente Xm em 
m. Quando U intercepta o domínio V de uma função diferenciãvel
m i---- -> (Xm) f
A  secção X ê chamada um campo de vetores em M se to­
das as funções Xf são diferenciáveis. Seus domínios são ne c e s ­
sariamente subconjuntos abertos de M.
Exemplo 1.1
No domínio de uma carta x de M a função 8 defini-
• da por Sx1
Definição 1.4
Uma secção X : M ---- > TM da função tt :TM M asso
f:M ---- > .$1, definimos uma funçao
Xf : M  ---- ) |R em U D V ,  por:
m l—




Sejam X e Y campos de vetores em M e a , 3 funções d i ­
ferenciáveis reais em M.
A função aX + gY definida na interseção de seus do
mínios por m i---- ^ (am)(Xm) + (pm)(Ym) ê uma secção de n e  ê um
campo de vetores .
"" 3Como os vetores (— , (i = 1, ... ,n), formam uma
base para T^M (definição I - 4.4), qualquer campo de vetores X
cujo domínio V intercepta o domínio U da carta x, ê da forma
X =2l A 1 9 em UflV, 
ax1
onde A 1 : M ---- > IR são def inidas em U O  V e A 1 = X x 1 são fun­
ções diferenciáveis, desde que X x 1 é a função projeção na i-êsi 
m a  coordenada de x = (pc1 , ... , xn ) .
Se y ê outras carta de M, cujo domínio W intercepta U, 
segue pela definição 1-4.4
8 ='*s~ 9 em UflW, (i,j = 1, ... ,n)
ay-1 9y^ 9x-
2 - Operador diferencial
No capítulo 1-4 definimos um vetor em um ponto m £  M 
como sendo uma derivação e m ^ j ( m ) .
É possível caracterizar um campo de vetores de uma for 
ma similar por sua ação em funções de valores reais.
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Definição 2.1
Seja M uma variedade difereniãvel e U um subconjunto 
aberto de M.
Denotemos p o r ^  o conjunto de todas as funções dife 
ür e n c i a v e i s  f  : M ---- )|R> c u j o s  d om ín io s  i n t e r c e p t a m  U.
Um operador diferencial x (de primeira ordem) em U e 
uma função global lR-linear
X : v/ ----- tal que se f,g &  ,
U U U
da f ,
(i) 0 domínio de xf é a interseção de U com o domínio
(ii) x(fg) (xg) + (xf)g
onde os domínios das funções envolvidas não são vazi
os .
Portanto se X e  um campo de vetores" em U , a função
f I----- ) X f  ê um operador diferencial em U, pois x ê uma função
global linear e satisfaz as condições (i),(ii).
Reciprocamente, temos:
Proposição 2 . 1 .
Um operador diferencial x em um subconjunto aberto U 
de M surge de um único campo de vetores em U.
Prova
Seja m £ U e h Ê ^ ( m )
Se h ê ^ ( m) , h ê uma função diferenciãvel de M em |R 
que inclui o ponto m. Então pela condição (i) o número real 
(X h)m estã definido.
Pela condição (ii) a função h|----- ^ (xh)m satisfaz a
definição 1-4.2, portanto e uma derivação em e a represen
taremos por X .1 m
A função X : U ----- ^ TM definida por m ---- ) Xm é uma
secção de tt .
rPSe f £  , Xf = xf e assim Xf ê d i f e r e n c i á v e l . Por- 
tanto X ê um campo de vetores em U.
Definiremos agora um operador diferencial L = £ x ,y J 
em um conjunto aberto U C M ,  chamado Colchete de Lie dos campos 
de vetores X e Y .
Definição 2.2
Suponha que X,Y são campos de vetores em M, cujos 
domínios interceptam um conjunto aberto U de M.
Vejamos que a função global
A  -____y iL : 3 ^  ----- ’ de£inida P or
Lf = X(Yf) - Y(Xf) ê um operador diferen­
cial .
Suponhamos que o domínio de Lf ê a interseção de U 
com o domínio da f.
Se a interseção dos domínios das funções f e g encon 
tram U, t e m o s :
X(Y (f g) ) = X [f(Yg)+ (Yf) gj
= f (X(Yg))+X(Yf)g+(Xf) (Yg) + (Xg)CY£)'
Y(X(£g)) = Y [f(Xg) + (Xf)g]
= f(Y(Xg))+Y(X£)g+(Y£) (Xg) + (Yg) (Xf)
E n t ã o :
X(Y(fg))-Y(X(fg))= fx(Y£)-Y(X£)J ' g + £ [x(Yg)-Y(Xg)}
L(fg) = (Lf)g + f(Lg)
Se a, b 6  Rj temos que:
L(af+bg)= a(Lf) + b (Lg)
Portanto L ê um operador diferencial em U e surge de um 
único campo de vetores em U.
Definição 2.5
Seja o conjunto de todos os campos de vetores em M.
A função
plM  X plM -------> plM de£inida P°r
(X,Y) |---- > [x,y] ê (R-bilinear isto ê,
(ajXj * a 2X 2 ,Y) ,------ ) aj [ X j .y ] ♦ a 2 [x 2 ,y ]  .
0 domínio do campos de vetores [x.Yl ê a interseção dos 
domínios de X e Y.
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Proposiçâo 2.2
Se X,Y são campos de vetores em M e se U e um sub­
conjunto aberto de M, então:
[X | U ,Y | U] = [x ,y ]|U
Prova
Por definição:
[x | U,Y | u] f = X | IJ (Y | U f) - Y | U (X|U f)
E n t ã o :
([X|U, Y] - [x,Y])f = X|U (Yf) - Y (X | U f) -
- X(Yf)+Y(Xf)' = (X|U - X) (Yf)+Y(Xf-X|U f) = 0
desde que xju - X ê o campo de vetores zero em U 
e Xf = X|U f, em UflV. Observemos que
[X|U, Y ]  f= [X,Y] |Uf = X|U (Yf) - Y(X|U f)
Segue que:
Ç x  |U,Y|U] - [x,Y] |U^f = X|U (Y |U f) - Y |U (X ]U f) - X |U (Yf)
+ Y (X|U f)
= X |UCY jU f - Yf) + (Y-Y |U) (X |U-f) = 0
desde que Y |U f = Yf e (Y - Y |U) (X |U f) = 0  
Portanto
[X|U, Y |u] = [X,Y] |U
Propriedades do operador £x,Yj
(i) Se X, Y, Z são campos de vetores em M
Cx,  [y,z]]+ [ y , [ z , x ] J  + [z,[x,y]] = 0 (identidade de Jacobi)
(ii) Se x ê uma carta de M com domínio U, e X,Y são 
campos de vetores em M, então:
[x ,y] I U V ^ I t X t Y x 1) - Y ( X x x))
1 dx
(iii) Se X,Y são campos de vetores e f,g são funções 
diferenciáveis reais em M, então
[fX, gY] = fg [X,Y] + f(Xg) Y - g(Yf)X
Prova
(i) Suponha que os domínios X, Y, Z interceptam-se em 
um conjunto aberto U de M.
Se f £  jf , e n t ã o :
U
[X, [Y,z]]f = X([Y,Z] f) - [Y,Z] (Xf)
= X(Y(Zf) - Z(Yf))-(Y(Z(Xf))-Z(Y(Xf))
= X(Y(Zf) - X(Z(Yf))-Y(Z(Xf))+Z(Y(Xf)) 
Desenvolvendo temos:
{ [ x  [ y , z ] ]  ♦ [ y , [ z , x ] ]  *  [ z ,  [ x , y ] ] } £ =  0
- PDesde que isto e verdadeiro para todo f 6 j+^, o campo 
de vetores £ j em U deve ser zero.
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(ii) Sejam V e W domínios dos campos de vetores X e Y, 
respectivamente.
Então u H v n  W ê o domínio do campo de vetores /
[ x .y ]  |u .
Se m pertence ao domínio de £x,y] |U então xm = (x^m, 
... , x 1m, .... xnm) onde x 1 são funções diferenciais definidas 
em u n v f l W .
Portanto:
Y I U = y ~  Y x 1 J- e X I U = y ~  X x 1
9x 9x
Pela proposição 2.2 |[X,y } |U = £x | U , Y|uJ .
Por definição: ^
[ x | ü , Y | u ] f  = X|U(Y|U f) - Y|U(X|U f) onde f€
Como x 1 £  $  segue que:
[x,Y] |U x1 ÇXÇYx1) - YCXx1)) — T '
3x'
(iii) Suponha que os domínios da f,g e h se intercep­
tam em um conjunto aberto U de M, onde f , g , h £ ^ j ^ .
[f X , g Y ]  h = f X(g.Yh)-g Y (f.Xh)
= f [xg . (Yh Cm)) + gCm) CXCYh))]-g[Yf .(XhCm) +
+ fmCYCXh))]
= f (Xg) YhCm)-gCYf)Xh(m) + (fgCm)(X(Yh)) -
- gfCm)(Y(Xh)))
= fCXg) Yh(m)-g(Yf)Xh(m)+fg(m)[ x ,y J h.
3. 0 fibrado tangente e sua estrutura padrão C”
Vimos que uma secção X : M ----^ TM de ir é um campo de
vetores se e só se as funções Xf : M ---- y  |R são diferenciáveis
em U H V ,  onde U ê o domínio de X e V o domínio da função diferen 
ciãvel f : M ---- > |R.
Nosso objetivo agora ê caracterizar um campo de vetores 
X como uma secção diferenciável de tt:TM ---> M.
Para isto devemos exibir um representante coordenado F 
para X que seja di f e r e n c i á v e l .
Definição 3.1
Seja x uma carta de M com domínio U.
Então cada vetor ir pode ser representado como
v = ^> a* (— , onde a=(a^ , an )ér |Rn e assim podemos de-
ax1 m 
finir uma injeção
9 vi(x ,y) : TM ----> IR^n
v |---- > (xm,a)
As funções coordenadas são definidas por:
#^ 2 i i i i x v = x (ttv)=x m , y v = v* (i=l,...,n)
yx 1 dá a projeção de v na i-ésima coordenada.
NX  ^ — 2. -*0 domínio de (x,y) e it U e a imagem e o conjunto a- 
berto x U x |Rn .
A injeção (x,y) : TM ---- ^ |R^n serã chamada a carta
padrão de TM associada com a carta x.
Vamos mostrar agora que o conjunto destas cartas p a ­
drões formam um atlas que define uma estrutura de dimensão 
2n no fibrado tangente TM.
Seja x' uma outra carta de M com domínio U' e (3c'y') 
a carta padrão associada de TM a qual intercepta o domínio de 
(x,y) .
Então os domínios de x e x' se interceptam e a mudan 
ça .de coordenadas f = x ' o x * é um difeomorfi s m o .
Usando a equação = 2 1  (— (def.I-4.
9x 8x 1,1 9 x '
4.) segue que a correspondente mudança de coordenadas em TM esta 
definida em x ( U O U ' ) x  lRn por:
(z,a) i— ----> (£ z »[jfz ]  a)
onde : |Rn ---- ^ M  (n x n, (R) ê a matriz Jacobiana da função
1 Tl TlC°° , f = x' o x - : |R ---- }|R . Segue que esta mudança de coo
denadas ê um d i feomormismo, pois ela é o produto de um difeomo 
fismo com um isomorfismo linear. Portanto as cartas padrões fo 
mam um atlas que define uma estrutura C00 de dimensão 2n no fi­
brado tangente TM.
Usando qualquer carta x de M com domínio U e a cor­
respondente carta padrão de TM, tt e representada por uma função 
(z,a) I---- ^ z, cujo domínio ê x U x Rn .
Proposição 3.1
Se 0 : M ---- >M' ê uma função d i f e r e n c i ã v e l , sua d^ L
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ferencial 0* : TM ---- ^TM' ê também d i f e r e n c i ã v e l .
Prova
Seja v um ponto no domínio de 0* e as cartas x,x' 
de M, M' cujos domínios incluem ttv, 0 (ttv) respectivamente.
Seja 0 = x' o 0 o x
Usando as correspondentes cartas padrões de TM e TM' 
e desde que:
0* : T M ---- > T  ,M' foi definida em 1-4.6 por*m m m r
3x a 3x * ’
segue que o representante coordenado para 0 * fica definido em 
uma vizinhança de (xv,yv) por:
(z ,a) «---- > (<*>z, [ J zj a), e portanto ê diferen
ciãvel neste ponto.
Estamos agora preparados para mostrar que o fibrado 
tangente de M x M' ê naturalmente difeomõrfico ao produto 
TM x T M '. •
Proposição 3.2
Sejam as projeções:
p: M x M' 




A função X=(p*,P*) ê um difeomorfismo de T(M M') em 
(TM)x(TM’) ,
Prova
X : T^m j M' -------- ^ M' éB Tm 'M ' ® a £unÇao definji
da por (u,u') I--- —> (p* , p ' *) (u,u'), portanto X é diferenciã-
vel. A proposição 1-4.3 mostra que X ê uma bijeção.
Basta mostrar que X 1 ê diferen c i ã v e l .
Sejam x, x 1 cartas de M,M' com d o m í n i o s U , U '. No donu 
nio das cartas padrões associada com a carta w = x * x ' de 
M x M ' , X ê dada por
( _ a _  i .)
-w 3w 9x 3x
(i i f . •. / n) •
Usando esta carta padrão e o produto das cartas p a ­
drões associadas com x e x ' , X 1 tem representante coordenado
(z,a,z',b) |-------)(z,z',a,b) onde
z £  xU , z ' £ x ' U '  , a, b£|R.
Como esta função e diferenciãvel,X ê um difeomorfis­
mo de T(M*M') em (TM)* (TM').
Proposição 3.3
Uma secção X : M ---- > TM de tt ê um campo de vetores
se e só se X ê ^ i f e r e n c i ã v e l .
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Prova
Seja x uma carta de M cujo domínio U intercepta o 
domínio W de X.
Desde que X ê um campo de vetores, então o campo de
vetores
xlu =/ A 1 (—^ 0  , onde as funções A 1 = X x 1 : M ---}|R
-3xltem d o m m i o  U A W ,  e um campo de vetores se e so se
A = CA1 , .... , A n ) = (Xx1 , ... , Xx11) : M ---- > }Rn
ê diferenciãvel. Portanto X é um campo de vetores se e so se 
X | U ê um campo de vetores para cada carta x.
Por outro lado, usando a carta x e a correspondente 
carta padrão de TM, X tem como representante coordenado a fun
ção F definida em x(Uf\W) por z |---- > (z, A(x 1z)). F é dife -
renciãvel se e só A ê diferenciãvel.
4 - Variedades paralelizãveis
Definição 4.1
Um conjunto finito de campos de vetores X^, ..., X^ 
em um subconjunto aberto U de M ê chamado independente se, em 
cada ponto m £ U  , X^m, .... , Xrm são vetores linearmente in­
dependentes de TmM.
Em particular um ünico campo de vetores ê independen 
te se e só se ele não se anula em nenhum ponto.
Exemplo 4.1
Os campos de vetores ----y , ... , -— —  no domínio
9x 3x
de uma c a r t a  x ê um c o n ju n t o  i n d e p e n d e n t e .  Consequentem^nte  
campos de  v e t o r e s  e x i s t e m  em q u a lq u e r  d om ín io  c o o r d e n a d o .
Exemplo 4.2
As cartas x e x 1 que formam um atlas C°° do círculo 
em IR (descrito no exemplo 1-1.1), em U O U 1, estão assim re 
laci o n a d a s :
x' = x  se 0 < x  < — 
x ' = x -1 se y -  < x < 1
Portanto
(-2-^0 = 1 se m £. U H  U' . v 3 x 'm
Segue que os campos de vetores — em U e - em U ’q X  d X
coincidem em U f M J’ e assim, conjuntamente, eles definem um cam 
po de vetores em S^ que não se anula em nenhum ponto, isto é , 
fica definido em S^ um campo de vetores independente.
Definição 4.2
Um conjunto ordenado de n-campos de vetores indepen­
dentes X^ , , X^ , em um subconjunto aberto U de uma varie 
dade M  de dimensão n, ê chamado uma paralelização em U.
Se P>q£. U, U aberto em M, o isomorfismo 
TpM ------> T q M  , definido por
X^p I------ > X Aq (i = l ........n)
generaliza o paralelismo usual em IRn .
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Uma variedade que admite uma paralelização global ê 
chamada p a r a l e l i z ã v e l .
Exemplo 4.3
Os campos de vetores ---
3x
ralização no domínio da carta x.
—— formam uma pa 
3xn
CO
Portanto, uma variedade cuja estrutura C é determi_
nada por uma carta global ê paralelizãvel. Por exemplo o con - 
junto M(rx. s, |R) de todas as matrizes reais r x s, é uma varie 
dade páralelizãvel pois a injeção:
carta cujo domínio ê todo o conjunto M(r x s , |R).
De um modo geral a questão da existência de campos 
de vetores sobre esferas esta relacionado rigorosamente â Teo 
ria da Algebra Linear.
Isto ê mostrado na proposição seguinte, a qual pode 
ser usada para obter um numero máximo de campo de vetores in­
dependente em uma esfera (C5j) .
M.(r x s , IR) ^lRrs definida por
’ a is ’ a 2 1’ ' •''a 2s • * • /
rsse aplica sobre todo o conjunto |R que e aberto e assim fica 
determinado um atlas C 00 de M(r x s, |R) em |Rr s , por uma ünica
Proposição 4.1
-> |Rn+1 é uma função IR -
bilinear tal que
(i) v(v , z) = 0 implica que v =0 ou z=0 .
(ii) existe e Ç  |R , tal que v(e,z)=z para todo 
z C R n + 1 .
Então S n admite k campos de vetores independentes.
k + 1
Prova
c • ■ r <nk+lSeja vtIR
Tl 1Um campo de vetores V' ê definido em IR por
z I---- (v(\>,z)) onde J ê o isomojr
fismo canônico de IRn+1 em t IR n+1 descrito no exemploz
1-4.1.
Seja a: lRn+1 ----- ^ Sn a função deferenciãvel defi^
nida para todo zf 0 , por
v /  0 n v i t \ n + 1. z V------> z/(zJ e seja j : S ---- > |R
a injeção natural.
a) mostraremos que o núcleo de cr*z é o subespaço de 
T z R n+1 expandido por J zz .
Se i é a função identidade em Sn , então a o j = i 
e assim a * z o j*z ê a função identidade em T zSn .
Portanto cr*z ê uma sobrejeção e ela tem posto n. 
Segue que o núcleo de a *7 tem dimensão um e assim temos so- 
iente que 
a *_ = 0 .
z —  n + ^
ment encontrar um vetor não-nulo v £  T z IR tal que
z
o vetor
Seja x a carta identidade em |Rn+1 e consideramos
V  ' X I  zl Í T T 53x" Z
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Seiam U e U . o s  conjuntos dos pontos de Sn , pa- J a a+n+l
ra os quais z > 0 e z < 0 respectivamente, onde a=l,...,n+l. 
Temos assim definido um atlas para S com 2(n+l) cartas defi_ 
nidas por
>'a = ea ° j I Ua • Va+n-H = 6a 0 J I Ua*n+1
onde
■0 : |Rn +  ^ ------- ) |Rn ê definida porcL
ponto omitido.
Seja y uma destas cartas cujo domínio inclui o ponto
z tal que J z = 2 1  z1 (— z . 
z 3x
Então
Desde que cada ya o o é uma funçao homogênea de grau ze 
ro, o Teorema de Euler mostra que este vetor ê zero.
Portanto o núcleo de a*z ê o subespaço de T z IRn +  ^ e x ­
pandido por J zz.
b) Seja V  = a * o V  i) j = a* b J z o j 
Segue pelo exemplo 1-4.2 que
V = J.a o. o o j 
VL
C o m o v  o j - i , segue que v define um campo de vetores
cnem S .
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k + 1c) Sejam , ... , elementos de IR , tal que
j }c 1juntamente com e £  IR formam uma base para IR
Mostraremos que os correspondentes campos de vetores 
E-p ... , E^ em Sn são independentes.
** OLSuponhamos que existem números reais a , ( a = l ,...,k ) , 
tal que para algum z ^ S 11,
(E z)=0 a ■
Tl 1Como o núcleo de *z é o subespaço de T z |R gerado
por J z z, então
J V  aa (E' 3) = az para algum a £  |R.Z Oí
Substituindo az por v(ae,z) e usando a definição de
E' , isto ê E' = —— , temos a a r. a9y
^  aa (ea z) = v ( a e ,z) 
v( £ 1 aaea - ae,z)=0 
Como z f 0, implica que 
/  aa e - ae = 0 
aMas e,e^, ... , e^ são linearmente independentes, en­
tão aa = 0 , Ca = l, . .. , k) .
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Propos ição 4.2
1 3  7 -As esferas S ,S e S sao paralelizaveis
Prova
Vamos usar a proposição 4.1. Devemos então definir
uma função |R-bilinear v: IRn +  ^ x |Rn + * -------> iRn  ^ (n=l,3,7)
satisfazendo as condições ( i ) , (ii).
1 2 Para a esfera S , identificamos IR com os números com
plexos e definimos a função IR-bilinear como segue:
v: 1R1 + 1 x (R1 + 1 ------> ,R l+.l
(a+bi.c+di) ,|----- > (a+bi) (c+di) =
= (ac - bd) + (ad+bc)i satisfaz
(i) , (ii) onde e = 1+Oi
Portanto admite um campo de vetores independente.
3 4 -Para a esfera S , identificamos IR com os quaterni-
os ([31), sendo que um quatêrnioq êda forma q = a gl+a^i+a^j+a3^
o u ’q=(aQ+a^i)+ (a2+ a j i ) j , com as propriedades
e0 * e i = e i ,e0 e i
2 . 
ei ='eo = - 1
6 • • 6 • " G • « 6 • 6i
onde eQ = l, e^ = i, Cp = j , e 3=kv j , k < 3 ,  i j- j f k .
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Definimos então a função R - bilinear 
,3+1 ,„3 + 1 m 3 + lv : (R x IR -----—^  IR como sendo também a
3funçao produto e concluímos que S admite tres campos de vetores 
independentes.
7 8Para a esfera S , identificamos |R com os números de
Cayley. Um número de Cayley c=(q,,q9) é um par ordenado de quatér
X i-
nios e a multiplicação ê definida por ( £ 1 1 ^ )
_  >
Cq15q 2) C q ^ i q ' 2) = Cq1q ’1 - q 2 q 2 > q '2q i + q 2q x )
onde
q = ag-a^i-a2j-a^k ê o conjungado de um quatêrnio q.
Definimos novamente a função R-bilinear
v: |R7+1 x |R7 + 1 ----- > |R7+1 como sendo a função produto
7e concluímos que S admite sete campos de vetores independentes.
Proposição 4.3
Qualquer esfera de dimensão impar admite um campo de ve 
tores global que não se anula em nenhum ponto.
Prova
Usaremos a proporsição 4.1 definindo uma função |R-biline 
ar v: |R^ + ^ |Rn + ^ ----- > |Rn + * , onde n+l = 2h ê um inteiro p a r .
2 2 h Identificamos |R com os números complexos <E e IR com
(E*1. Então defininos v:(E x ^ (t*1 por:
(p.q-p ... , qh ) |----- > (pq1 ,pq2 , ••• , P ^
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Esta função satisfaz (i),(ii) e portanto Sn , n impar, admite um 
campo de vetores independente que não ê nulo em nenhum ponto , 
desde que um único campo de vetores ê independente se e so se 
ele não ê nulo em nenhum ponto.
Proposição 4.4
Se variedades M,M' admitem k ’,k' campos de vetores glo 
bal independentes respectivamente, então M x M' admite k+k' cam 
pos de vetores global independentes.
Prova
Sejam Xa ,(a=l, ... , k) e X ' , (8=1, ... , k')
Campos de vetores independentes em M, M ' , respectivamente.
Sejam 0 , 0’ os campos de vetores zero em M e MV.
Seja A a função A = (p*,p*). Foi mostrado na proposi 
ção 3.2 que A ê um difeomorf ismo de. T  (M xjyt') em TM x TM'. Segue 
que \ V  (X x X') ê uma função diferenciãvel de M x M' em
T(M x M') e portanto um campo de vetores em M x M ' .
Devemos mostrar que os campos de vetores A ^ ( X ^ x  0')
e A 1o (0 x X' ) são independentes.3
Se.(m,m') é um ponto de M x M ' , a função
T M x T ,M' -------M  (M.xM') induzida por X ^ êm m ' (m,m ) J
um isomorfismo.
ctConsequentemente se existem números reais a tal que:
y  aa A - 1 (X m , 0 ' m’)+^ b 6 A 1 (0m,X'o.m')■ Ct L.mum . . P
- 60 -
ê o vetor zero de T r , > (M x M'), então:(m,m )
deve ser o vetor zero de T M  m  T ,M' e como X , Xô são inde-m ^  m a p
a 3pendentes-, a =0 e b =0 , portanto M x M' admite k+k' campos de 
vetores independentes.
Consequências da proposiçao
(i) Se M e M' são variedades paralelizãveis então 
M  x M' ê p a r a l e l i z ã v e l .
(ii) Se M' admite um campo de vetores global que hão 
se anula em nenhum ponto então M x M' também admite tal campo 
de vetores para qualquer variedade M.
Exemplo
2 1 1 -0 toro T =S xS e uma variedade diferenciavel de di-
mensão dois (Exemplo 1-2.1).
Segue pela condi 
tores global independente.
2 •ção (ii) que T admite um campo de ve
5 - Variedades Orientáveis
Definição 5.1
Um conjunto ordenado e^, , en de vetores linear­
mente independentes de um espaco vetorial real V ê chamado um 
n-referencial e cm V.. Sejam e,e? dois tais referenciais de um 
espaço vetorial real V de dimensão n.
- 61 -
Então qualquer dois n-referenciais estão relaciona­
dos por:
separa os n-referenciais em duas classes de equivalência e c a ­
da classe e chamada uma orientação em V .
. 0 : m \—---> 0 , onde 0 ê uma orientação do espaço' m m 3 r s
vetorial real T M ,  que satisfaz a seguinte condição de diferen 
c i a b i l i d a d e :
Cada ponto no domínio da 0 admite uma vizinhança U , 
na qual os valores da 0 ficam determinados pelos valores de 
uma paralelização em U.
Se uma variedade admite uma orientação global ela ê 
dita orientãvel.
A relação de equivalência
onde uma matriz n ã o - s i n g u l a r .
e ~ e ' -> det A > 0
Definição 5.2




Pela definição 5.2, qualquer paralelização determina 
uma orientação em seu domínio. Uma variedade paralelizãvel /
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(apos definição 4.2) é portanto orientãvel. 
Exemplo 5.2
Já que os campos de vetores
3x
formam uma paralelização que denotamos por 







uma orientaçao em U. Do mesmo modo uma orientação ê determi-•ry
nada no domínio V de uma carta y de M por ----- .
3y
Como em U/lV,
3yJ * 3y-' 3 x- 














3y1 ' ay s n3y
> 0
e então juntamente elas definem uma orientação em U U V .
Segue que uma orientação pode ser determinada em
uma variedade M por um atlas de cartas x de M com domínios U ,r a d
tal que ^Xa > 0 em cada interseção U„, C\ U)n... Ct ) p3x
Exemplo 5.3
Consideremos o círculo S .
Consideramos o atlas com duas cartas somente^obti­
das pela projeção estereogrãfica de S* através dos pontos( 0 ,l)
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e (0 ,-1) sobre o piano Z2 = 0 .
Sejam U e U ' , obtidos de S , omitindo os pontos (0,i) 
e (0 ,-1) respectivamente.
Sejam as injeções: 
y : S 1 ----- >  IR1 y : S 1 ----- ^ IR1
definidas em U, U ' , por: 
Z1yz =
1-z. y  z = l + z.
A mudança de coordenadas em Uf\U' ë o difeomorfismo
definido em |R -0 por:
-  y
( y )




< ^ e assim este atlas não defi-
y
ne uma orientação em S .
Mas se trocarmos a carta y' pela carta y ’’=-y' =
_ -z^ , as cartas y e y 1' formam um atlas equivalente de S^ 
l + z 2
que define uma orientação, pois na interseção de seus domínios 
a mudança de coordenadas ê o difeomorfismo definido em |R*-0 
p o r :
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1 + z.







Este argumento pode ser estendido para mostrar que a
esfera S n é orientãvel.
Definimos as cartas y : S 
em U e U' por
n ->|Rn e y' : S n -*|Rn
.i_ _ ziy z = ’1 = e usamos o atlas
1 - zr+1 1 + z
,00
n +1
1 v"2C determinado pelas cartas y e y'' = (-y ,y ... , y *n ) 
mas quando n >  1 , isto ê uma consequência do próximo exemplo.
Exemplo 5.4
Qualquer variedade M que admite um atlas consistindo 
de duas cartas y,y' é orientãvel se a interseção UflU' de seus 
domínios ê conexo (Definição 1-3.2).
Já que s y '
3y
não se anula em nenhum ponto no conjunto
conexo u D u 1 ele deve portanto conservar seu sinal.






< 0 trocamos y' pela carta y '1= ( - y '^ , y '2 ,
••• i y'n ) e então o atlas y,y'' determina uma orientação em 
M.
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Vimos que um espaço vetorial real admite justamente 
duas orientações e se £ é uma delas, denotamos a outra por -Ç .
Seja G; m <----- > em uma orientação global em uma v a ­
riedade M. Então a função-e definida por m f----} - 0^ ê tam­
bém uma orientação global em M.
Proposição 5.1
Seja e uma orientação em uma variedade M e seja e'uma 
orientação em M com domínio U.
Se U ê conexo então 6'ê uma restrição ou de 0 ou de ~e.
Prova
Seja S o conjunto dos pontos m £ U  para os quais /
0 ' 6 , onde 6* e 0 m são orientações em T M. m =• m m m * m
Seja s £ S.
As funções 0 e 0'são determinadas em vizinhanças V , V  
de s por paralelizações X^ , X'^ (i=l, ... , n) respectivamen­
te.
Em V O  V '
X ’j = y ~ A 1  ^ X. , onde det j ^ j j  : M ----*IR
é uma função diferenciãvel tal que (det A)s;> 0.
Como det A > 0  em alguma vizinhança de s então 6 = ‘ 6' 
nesta vizinhança. Consequentemente S ê um subconjunto aberto 
de M e portanto do subespaço U.
O coniunto U-S ê o conjunto dos pontos m£. U para os 
quais = — e m e o  mesmo argumento mostra que ele é um con-
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junto aberto em U.
Como U ê conexo, S ê ou o conjunto vazio ou ê U.
Consequentemente 0* ê uma restrição ou de -0 ou de 8 .
• Proposição 5.2




Basta tomar U=M na proposição 5.1.
A proposição seguinte dã uma condição necessária / 
útil para o r ientabilidade.
Proposição 5.3
Se x e y são duas cartas de uma variedade orientãvel 
M  cujos domínios U, V são conexos, e UflV f 0 então - I tem 
3x
um sinal constante em uAv.
Prova
As paralelizações -----, -----  determinam orientações
3x 3y
0» Y em U e V respectivamente.
A proposição 5.1 mostra que podemos escolher uma ori 
entação 0 em M  tal que 0= 0 em U e também f= q o u  *F=-ô era V. Portan 
to 1 - ^ - 1  > 0 ou - ^ - | <  0 UfiV.
I 3x I 8x
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Exemplo 5.5
A fita de jtjoebius não é orientãvel.
0 grupo aditivo dos inteiros Z age livremente e de£
continuamente como um grupo de transformação (Def. 1-4.12) em
2 - - R  se sua açao e determinada pela funçao global ,
2 2 $: IR x Z ---- > IR definida por
((z1 ,z2), n) I----- > (zi + n,(-l)n z 2)
2 2Assim, as transformaçoes 0 n : IR ---- ;>JR ,
(z]_,z2) I------* $ ( C zi,z2),n) formam um grupo gerado pela única
transformação
(zi,z2) I-------> (zi + 1 , - z 2)
2Neste caso vamos mostrar que |R /Z tem a estrutura 
de uma variedade quociente (Def. 1-4.10) de dimensão dois e 
que não ê orientãvel.
2 2Consideramos a sobrejeção natural y.: IR ---- ->IR / Z
U ê injetiva nos conjuntos abertos consistindo dos pon
tos (zj_,z2) £  IR2 para os quais:
0 < zi < 1 , - — < z1 < —í—
2Usando a carta identidade x em IR temos entao car­
tas y i = Ctj i U ^ ) ^ , (i=l,2), com domínios Vi=yU^ as quais for-2i 2 mam um atlas de |R / Z em |R .
Portanto O  tem duas componentes conexas ,





-1A mudança de coordenadas y 2 o y^ em y-jW^ e dada por 
--- > (zi,z2) e^  ela surge da trans formação . 0Q .
(0 ,1) ^ ( 4 * 2 } ±— > (~J-, -f)
y -1 y





A mudança de coordenadas em y ^ W 2 ë dada por
z^ l ' z 2^  . e  e l a n a s c e  da t r a n s f o r m a ç ã o ^ - ^





Como e V 2 são conexos e Í D _
8Yo
não tem um sinal
em C\  V 2 segue pela proposição 5.3 que a variedade 
(R^/2 » chamada fita de Moebius, não ê orientãvel.
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CAPÍTULO III
1. Conexões 1ineares em uma variedade diferenciável
Descrevemos primeiramente, o caso particular de uma 
conexão em IRn .
Se ê um vetor tangente em lRn e se £ ê uma função 
real C* em uma vizinhança de m, definimos
X f = X . (Vf) onde Vf ê o campo de veto m m m . r —
res gradiente da f. 
E n t ã o :
Xf = X.Vf = a, — + a, * ... * a 8f
1 3X1 2 9x 2 n 3xn
e Xf ê a derivada direcional da f na direção de X.
— — 00Quando a ^ , ... , aR sao funções C em |R (possi - 
— — 00 velmente funções constantes) entao X e um campo de vetores C 
e Xf é uma função C°° com valores reais em (R
Seja X um vetor em p é  IRn e Y=-(y^ , ... , y n ) um campo 
C 00 sobre p, assim cada y^ ê uma função de valores reais no do 
mínio de Y que contém p.
Definimos a derivada covariante de Y na direção de X, 
ou conexão em |Rn como sendo o vetor em p ,
■ (V i ’ " "  V » 1
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Se X e Y são campos C ro com o mesmo domínio A então
V Y ê um campo de vetores com domínio A e seu colchete de Lie
A
[x ,y ] é um campo de vetores C°° em A, definido por (£6.1)
[x ,y] f = Xp (Yf)-Yp CXf)
Neste trabalho, um vetor tangente de uma variedade 
M  em um ponto m foi definido como sendo uma derivação
v : ofcm) —  —> |R, onde v ^ m )  é o conjunto 
de funções diferenciáveis com valores reais, cujos domínios in 
cluem m.
Nest% capítulo introduziremos uma operação semelhan­
te em campos de v e t o r e s .
Definição 1.1
Denotemos por^jf^Cm) o conjunto de campos de vetores 
em M, cujos domínios incluem um ponto m.
Este conjunto tem estrutura |R-linear, já que se X,
Y são campos de vetores em M e se a , 8 são funções diferencia 
veis reais em M, a função aX+6Y definida na interseção dos do
mínios de X e Y por
m I----- ^ (am) (Xm) + ( £m) (Ym) ê uma secção de ir.
Como a e 8 são funções diferenciáveis, aX+.&Y ê um / 
campo de vetores em M e satisfaz as condições (i),(ii) da d e ­
finição II-2 .1 .
Uma conexão 1inear em m é uma função que associa a 
cada v £  T^M uma função |R-linear
V  > T  M, tal que se w £  T M ,\) v-/ m in
a e b 6  IR, f 6 vJ(m) e Y , então
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(ii) .V^(fY) = (fm)v;vY+(-vf)Ym
Desde que V é IR-linear temos a
Pronosicao 1.1..................__________ __— .
Se os campos de vetores Y , W G 3  (m) concordam em a l ­
guma vizinhança de m então
V Y = V W v v
Prova
Seja U uma vizinhança de m tal que 
Y|U = W|U.
Então, jã que X-X|U é a funçao zero e ê linear,
segue que
V X - V (xlu) = V (X-X|U)
V  V V




V W  - V (W I U)=0 v v
Segue que
V X = V (X|U)=V (w|u)=v w v v v v
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Definição 1.2
Uma conexão linear em M é uma função V que associa £ 
cada ponto de seu domínio uma conexão linear V em m tal(m) _ —
que se X,Y sao campos de vetores em M então a função
V Y : m ----- > V f v Yx ' (m)Xm
é um campo de vetores na interseção dos domínios de X,Y e V.
Segue por esta definição e pela proposição 1.1 , que 
se V ê uma conexão linear em M , com domínio U e se os campos de 
vetores X e Y concordam respectivamente com os campos de veto­
res X' e Y' em algum subconjunto aberto V de M então temos a 
igualdade de campos de vetores
V Y = V ,Y ' em Uf)V. x x
cP iSejavJ- o conjunto de todos os campos de vetores em 
U
M  cujos domínios encontram um subconjunto aberto U de M.
• Se V ê uma conexão linear em M com domínio U e se
<^1Xfe^jj , a funçao
u
com as seguintes propriedades:
Se Y e f,g £ í . então,
Y e V.
a JU w ^ J u
(i) 0 domínio de V^Y ê a interseção dos domínios X,
V fX+gY ' f Vx + 8 VY
(iii) Vx CfY) = f(VxY)+(Xf)Y
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onde em cada caso os domínios das funções envolvidas não são 
vazios.
Vamos usar estas propriedades para caracterizar uma 
conexão linear.
Proposição 1.2
Uma função R-linear ----- ^^fu definida para
cada que satisfaz as propriedades (i) , (ii) , (iii) , sur
ge de uma ünica conexão linear em M com domínio U.
Prova
Seja m um ponto de U e v um vetor de T^M,
Seja Z um campo de vetores tal que Zm = v . Definimos
V (m)v (m) ; ^ c o m o  sendo a
função
Isto independe da escolha de- Z , pois pela proprieda­
de (ii) implica que se Zm=Z'm,
v l z + ( - l ) z’ =  l v z _1 V  ■ 0 e e n t S o  
( V zY ) m  = (V ,Y)m 
Se X,Y são campos de vetores em M, a função
m |--- ^ ^ ( m )XmY ® 0 cainP 0 vetores
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e assim m I----> V r -> ê uma conexão linear em M com domínio U,(m)
Exemplo 1.1
Com qualquer carta x de M com domínio U, podemos a£ 
sociar uma conexão linear em M com domínio U.
*• h 9 Se A, B são campos de vetores em M e se B= b --- pj-
3x
em U, definimos
W  - <A bh> - h r
o X
1 . 2
Vejamos que satisfaz as condições da proposição
(i) fí decorrência da definição de V /




H  (fA)bh JL_ + ^ ( g B ) b h
3x 3x
= f 2 3 ( A b h ) + g ^ C B  bh ) -i-
3x“ 8x
= f > t B * í  Vb B
(iii) VA ( f B ) = ^ [ A ( f b h )]
3xh
■-/ [f (Abh ) + (Af)bh lhl 3
3 ?
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f ^ J A b h ) -i-Tj + Â i Y L  b h
3x“ 9x
= £ V, B + ■ (Af) B
. Exemplo 1.2
Uma conexão linear pode ser definida em qualquer va 
riedade paralelizãvel M (Def II-3.3) escolhendo uma paraleli- 
zação global X^ , . . . , XR . Neste caso se B ê um campo de . veto
res em M, ele pode ser expresso unicamente como B = ^ b ^ X ^  e 
definimos
y ~  (Abh )xh
2 - Curvatura e torsão de uma conexão linear
Se V é a conexão linear canônica em (Rn (associada 
com a carta identidade) e se X, Y são campos de vetores em |Rn , 
então (III-l) ,
v  - v ' M
Mas em geral isto não é verdadeiro. Surge então a
definição:
Definição 2.1
Seja V uma conexão linear em uma variedade M.
Dados os campos de vetores X,Y em M então temos um 
campo de vetores





(X,Y) I---- > T  (X,Y) é^j^-bilinear e é chama­
da forma de torsão da conexão V.
Proposição 2.1
Os campos de vetores T(X,Y) e T(X'Y') concordam em
f fum ponto m se X è Y~concordam respectivamente com X e Y en m , 
Prova
Seja x uma carta de M cujo domínio U inclui m e su­
ponhamos que
X | U = Z I x 1 e Y | U =T~Y 1
3 X 1  3 x
Usando o mesmo argumento na prova da proposição 11-2.2 
podemos mostrar que:
T ( X ,Y)| U = T(X | U,Y | U)
Como T e .JT^-bilinear segue que:
T ( X ,Y) | U = Y ~  X 1 Y^ T (-L- ’ - ^ 0
i , j 9.x Sx-5
T (X ’ , Y ' ) | U-ZZ X '1 T ( - 4—’ —^ 0
i,j 9x 8x J
Então como X e Y concordam respectivamente com X' e
Y' , T(X,Y) e T(X',Y') também concordam em m.
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Definição 2.2
Suponha V uma conexão linear em M.
Os coeficientes de V associados a uma carta x de M 
são as funções diferenciáveis
ll. : M ---->|R (i,j,h = 1, ... ,n) definidas no do
mínio de x pelas equações.
v s 3 rh 3
é» »4
Como — — , ——- = 0 desde queL 3x d x 3 J 
[”i ?  ' 1 ?  ]
f = _JL_ ( - ^ - )  — ( ^ - )  = o,
3xX 3x^ 3x^ 3xX
E n t ã o :
T C-T- , ~ t ) - V .9 V
3xX 3x^ -L- j -
3 X 1  ^  3 x 3  3 x 1
3X1 3x j
ou seja:
T =7~ ( r l 1. -  r 1? . )
3 X 1  3 x ^  ^  ^  3 x
3 E
Como consequência temos a seguinte
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Definição 2.3
Pela equação acima, concluimos que V tem torsão zero 
se ê sõ se seus coeficientes são simétricos nos seus índices .
Uma tal conexão ê chamada conexão simétrica.
Se V é a conexão linear canônica em (Rn e X, Y, Z 
são campos de vetores em |Rn , então
V x (VY Z) - VY (VX Z)= ^  2 ( 00 )
Mas em geral isto não é verdadeiro. Surge então a
definição:
Definição 2.4
Suponha queV é uma conexão linear em uma variedade M, 
Dados os campos de vetores X,Y,Z em M, com interseção de dois 
quaisquer não vazia, então temos um campo de vetores
R ( x , Y ) z  = v x ( v Y z )  -  v Y ( v x z )  -  V ' z  
na interseção se seus domínios.
A função
^ M  x ^ M  X ^ M  -------- * ' ^ M  d e f i n i d a  P ° r
(X,Y,Z) I------ ^ R(X,Y)Z é -trilinear.
Ela ê chamada a forma de curvatura para a conexão V .
Já que temos uma f u n ç ã o ^ ^ - t r i l i n e a r  cujo domínio é 
a interseção dos domínios de X,Y,Z então usando procedimento 
analogo da prova da proposição 2.1 , podemos mostrar que se X,
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Y e Z concordam respectivamente com X',Y' e Z' em um ponto m, 
então R’ (X , Y) Z e (l ( X 1 ,Y')Z' concordam em m.
Exemplo 2.1
A curvatura de uma conexão linear simétrica em M 
satisfaz a seguinte identidade de Bianchi
R(X,Y)Z + R(Y,Z)X +R(Z,X)Y=0 para todos as triplas 
de campos de vetores X,Y,Z em M, para os quais o lado à esquer 
da esta definido.
Prova
Uma conexão linear simétrica tem torsão zero , então
T(A,B) = Va B - VrA - [a ,bJ  = 0
Segue que i
v a b  -  v BA  = |ã , b]
Consequentemente
R ( X ,Y)Z + R ( Y ,Z)X + R(Z , X) Y =VY (VY Z)-Vv (VY Z) - V Z +X Y Y X
+  v v ( v z x )  -  v v >  -  y 2 ]  +  v v >  -  v v >  -
VX <VY Z " V ZY * + VY * V Z X " V >  + 7 Z (VX Y “ V Y X)" |x?Yj " V[Y?Zj"
- V X]=
= vx [ Y,Z 1 + V [z ,x] +  V [x,y] - \  Z - V X - V Y 
X  Z L  [X,Y] [Y,Z] fZ.X]
M a s
?a (b ,C ]“ = • Segue que
R (X , Y) Z + R (Y , Z) X + R (Z , X) Y = [x , [y , z]] + £y , Lz , x] J + [z ,[x,y]]=<
- so
jã demonstrado em 11-2 (pela propriedade (i) do operador 
[x,Y])
Exemplo 2.2
A conexão V definida por uma paralelização /
X = (X^, ... , Xn ) em uma variedade M tem curvatura zero.
Prova
.  ■ V x k  "  v X i  C v x X  ) - v x >  ( v  x . } . v. * *
3 k 3 V "
( i , j ,k =. 1 , . . . ,n) r
Pela definição dada no exemplo 111 — 1 - 2 segue que se
Y é qualquer campo de vetores em M, então:
VY Xi = 0 . Consequentemente R(X^,Xj)X^=0 para todo 
i , j , k = l , ... ,n .
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CAPITULO IV
1 - Equações diferenciais de primeira ordem em uma 
variedade M.
Definição 1.1
Uma curva c em uma variedade M ê uma função diferen
ciãvel
c : |R ----- > M
Cujo domínio j ê um intervalo aberto de IR.
Dada uma curva ç em uma variedade M podemos então de 
finir uma curva c em TM com domínio j c o m o  segue.
Definição 1.2
3Seja t a carta identidade em |R e —gp o corresponden­
te campo de vetores em |R. Pela proposição II-3.1, a função
c* : T |R — ---^ TM ê dif e r e n c i ã v e l .
Segue então que:
c • = c* o _J—  : |R -----> TM
■3t
ê uma curva em TM com domínio J e satisfaz a equação
t
TT o Ò = c J
• ^A curva c assim definida e chamada o levaritamento 
canônico de c em TM.
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Se X é um campo de vetores em M, então
c  = X o c  •
é uma equação diferencial de primeira ordem em M.
Uma curva C em M satisfazendo a condição c = X o c, 
tal que cO=m é chamada uma solução com condição inicial m ou 
curva integral partindo de m do campo de vetores X.
2 - Existência de curvas integrais
Para mostrar a existência de curvas integrais para 
algum campo de vetores em uma variedade d i f e r e n c i ã v e l , citare 
mos primeiro o teorema da existência da teoria clássica de 
equações diferenciais.
Proposição 2.1 ( [1 Oj- pág. 215)
Tl TlSuponha que f: IR ------ > IR ê uma função diferenciável
e que a ë um ponto em seu domínio.
Existe uma vizinhança V de a em |Rn e um intervalo aber 
to Jem IR tal que para algum ponto z é V ,  existe'uma única curva 
C em IRn com domínio j partindo de z tal que:
d C 1 _ ,i ,n l r 2= f A (CA ,CÍ‘, ... , Cn ) , i = l, ... ,ndt
Se denotarmos esta curva por C z , a função
0 : J x V ---- ^ !Rn definida em j * V por
, ë diferen c i ã v e l .
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Podemos então enunciar uma propriedade local funda­
mental de curvas integrais.
Suponhamos que X é um campo de vetores em uma varie 
dade M e que itiq seja um ponto de M.
Existe uma vizinhança V q de itiq e um intervalo aberto 
Jq de IR tal que existe uma curva integral de X com domínio J q 
partindo de qualquer ponto dado m. de V q .
Qualquer curva integral com domínio Jq partindo de 
m deve coincidir com esta curva em alguma vizinhança de 0 .
Proposição 2.2
Prova
Seja x uma carta de M cujo domínio U inclui iiIq e su
ponhamos que
8X1
onde f : iRn ----> iRn é uma função diferenciãvel em xU.
nhança V q = x ^V de jtIq em M e um intervalo aberto Jq =J de |R
tal que existe uma ünica curva c = x  ^ o C com domínio Jq p a r ­
tindo de um ponto iuG-Vq .
Na proposição 2.1, seja a=xmQ. Entao existe uma vizi_
A curva c = x  ^ o C ê  uma curva integral de X jã que 
(ver diagrama abaixo)











Antes de apresentarmos alguns exemnlcs, veremos como 
encontrar uma solução ou uma curva integral c de X, cuja ima­
gem cJ intercepta o. domínio U de uma carta x de M.
Seja x uma carta de M, cujo domínio U interceptacJ 
e seja C = x ó c : |R ---- ^|Rn com domínio J.
C = C. 0  ——* 31 IR TM
onde t ê a carta identidade em IR, c : |R ^ TM é uma funçao 
-1,diferenciãvel^portanto segue pelo Capítulo 1-4 que se s £ c  U
cs - U - 4 Èdt Js 3x cs
Pela definição II-3.1 cada vetor v £. u pode ser representado
unicamente como ^  a 1 (—~r)m o n de a=(a'*‘, ... ,an ) £  |Rn . Suponha
3x
mos então que no domínio U da carta x
X=^ f1 (x1 , ... , xn ) , f: |Rn----- y |Rn
L---  Sx1
função diferenciãvel em x U.
Então se c é uma curva integral de X
Qualquer curva cuja imagem esta em U pode ser encon 
tirada resolvendo este conjunto de equações.
Exemplo 2.1
2Seja o campo de vetores em IR definido em termos da 
carta identidade x por
X= x 1 3 + x 2 31
n" * A r  1 2. 1 Portanto f (x ,x ) = x
e f1 (C1 ,C2) = C 1
f 2 (C1 ,C2) = C 2
2 ’A curva c: |R ---- ^ |R definida por
1 2 -c=(C ,C ) e uma curva integral de X se e
so s e :




= exp (t + A^)
C 1 - (exp t ) (exp )
= A (exp t)
e C 2 = B (exp t)
Assim existe uma curva integral com domínio |R
c = (a(exp t) , b(exp t)) partindo de 
2algum ponto dado (a,b) de |R ja que c O  = (a,b) «
0 campo de vetores no ponto (0 ,0) ê o campo de veto 
res zero, portanto a curva integral partindo de (0 ,0 ) ê uma 
constante. Existe exatamente uma curva, partindo de qualquer 
ponto, cujo domínio ê todo o conjunto IR.
Definição 2.1
Seja m  um ponto do domínio de um campo de vetores 
X de M. Se Xm = 0 , m ê chamado um ponto crítico do campo de 
vetores X.
Definição 2 .2
Seja X um campo de vetores em uma variedade M. Se o 
domínio das curvas integrais de X, partindo de um ponto dado 
m ê todo o IR, X é chamado campo de vetores c o m p l e t o .
Exemplo 2.2
2Seja o campo de vetores em IR definido em termos da 
carta identidade x por




1 2 -A curva c =  (C ,C ) e uma curva integral de X se e
dC 1 t ol^-l d C 2 n= (exp C ) , - 3—- = 0dt J ’ .dt 
Existe tal curva e ela ê
c =  (log (t + exp),b) partindo de qualquer pon
2to dado (a,b) de |R cujo domínio e o intervalo aberto (-exp a ,ooJ 
e portanto o campo de vetores não ê completo.
2Nao existe ponto (a,b) £  IR tal que o campo de veto­
res seja zero e portanto o campo de vetores não tem pontos crí 
ticos ,
Exemplo 2.3
Sejam x,y as cartas com domínios U,V do atlas esterep 
grafico em S 2 .
Os campos de vetores
/-I 2-, 3 /-l 2 ^ 3  ,,(x - x ) — í- + (x + x ) — - em U
3X 3x
C-y - y ') — i + ( y  - y  )
Sy" 3y2
em V
concordam na interseção U O V  de seus domínios e assim juntamen
2 -  te^eles definem um campo de vetores X em S .
3Os pontos críticos de X sao os pontos (0,0,+1) de |R
e assim a imagem de cada curva integral não-constante esta em
1 2u O  V. Uma tal curva c Õ definida por x o c = (C ,C ) onde 
d C 1 . C 1 _ c 2 _ _ d C 2 . C 1 + c 2
dt • ’ dt
- 88 -
Segue que
x o c = (a cos (t+b) expt / n sen (t + b)exp t)
onde os níímeros reais a,b são determinados unicamente pela con 
dição que cO ê um ponto escolhido de u O v .  0 domínio de cada 
curva integral é IR e portanto o campo de vetores X ê completo, 
(definição 2 .2).
Vejamos que
A imagem da projeção x o c de uma curva integral não-
2 - -constante c em S do ponto (0,0,1) sobre o plano z^=0 e uma es
piral equiangular ou seja, ela corta as linhas do pla n o q U e pas^
sam pelo ponto (0 ,0 ,0 ) em um ângulo fixo.
Notemos que a projeção estereogrãfica é uma aplicação 
conforme ( [2j ).
Em particular a imagem de c toca os círculos máximos
2 - de S , através de (0,0,+1) em um angulo fixo (Veja figura):
Usando as cartas x e y do atlas estereogrãfico em S 
também os campos de vetores
(ax1 - b x 2) + (bx1 + a x 2) —
3x 9x
(-ay1 - b y 2) T + (by1 - a y 2) 
3x
3
onde a,b são números reais, conjuntamente, definem 
2um campo de vetores em S .
2 -Veremos que qualquer campo de vetores em S e com-
p l e t o .
Esta afirmação será justificada na secção seguinte
2 „desde que S e uma variedade de Hausdorff compacta.
3 - Curvas integrais máximas
Apresentamos agora, algumas propriedades de campos 
de vetores em uma variedade de Hausdorff. Poderemos então ca 
racterizar uma curva integral máxima partindo de um ponto m.
Definição 3.1
Se 0 : M ----> M '  é uma função diferenciãvel glo
bal, então os campos de vetores X,X' em M,M' respectivamente 
são 0 - relacionados se
0* o X - X ’ o 0  •
Definição 3.2
Um campo de vetores em uma variedade M ê invarian­
te sob uma transformação 0 de M, se X ê 0 - relacionado com 
ele mesmo, isto ê,
0* o X = X o 0
Lema 3 .1
Seja c uma curva integral com domínio j de um cam
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po de vetores X.
Se s é um ponto de J e  Xg :a I----^ a + s ê a correspon
dente translação em |R, a curva c 1 = c o Xg ê uma curva inte - 
gral de X com domínio j' = X_ j partindo de c s .
Prova
' .Devemos mostrar que c = x 0 c e c 0 = cs
Recordando que




Mas o campo de vetores ---  e uma funçao de |R em
91
T |R = |R e ê uma translação de IR em IR cujo domínio ê todo o
g -conjunto IR; portanto ----- ê invariante sob uma translaçao X
9t
isto e:
3 _ 8X o ----  - -----  o A c
s * 3t 9t S
Portanto
c' = ct o ——  o X - C o x - X o c o -  X o  c '
• 9t s
c ê uma curva integral de X partindo de m 6 M, por­
tanto c0 = m e assim seu domínio J = (a,b) deve conter o zero.
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c'0 = ( c o X ) 0 = c ( X gO) = cs implica que o donu 
nio J' de c' deve conter o zero. Portanto
I
J = = ^__(a,b) = (a-s,b-s) e o domínio de c
Proposição 3.1
Seja X um campo de vetores em uma variedade de Haus- 
dorff M (Def. 1-3.3).
Se curvas integrais c ^  , c 0 com domínios J-j_ , 
partem ambas do mesmo ponto de M, elas devem coincidir em
j 2 .
Prova
Seja S o comjunto de números reais s tal que
c r s = c 2s
Consideramos J2 como um subespaçò de ÍR, isto
ê, a sua topologia é a topologia relativa e portanto cada aber 
to U de ê a interseção de um aberto U em )R„ com
Seja um ponto s £ S .
Pelo Lema 3.1 , c'^ = c i 0 e c 2 = c 2 0 ^s s^°
curvas integrais de X partindo de c-^s e c 2s .
Como s G s ,  c ^ s = c 9s.
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Segue pela Proposição 2.2 que c'^ e c' devem coin­
cidir em alguma vizinhança de 0 e assim e devem coinci. 
dir em alguma vizinhança de s, isto e, dado um e > 0
c ' x (0 + e ) = c o xs (0 + e ) = c x (0+e +s) = c -(e + s)
c  2 (0 + e) = c* 2 As C0 +e ) = c 2 '(e + s )
Como Ç^(e+s) = c ^ e  + s) segue que s tem uma vizinhança 
inteiramente contida em S, e ^consequentemente S é um subconjunto 
aberto de J ^flJ 2 •
Mostraremos que o complementar de S também é aberto 
em Jl 0  J 2 .
Seja r um ponto no complementar de S; então f C 2r*
Como M  é uma variedade de Hausdorff, c^r e c^r tem vi 
zinhanças disjuntas em M.
c e são funções contínuas, então em uma vizinhan­
ça de r, f c 2 , portanto esta vizinhança pertence ao compl£ 
mentar de S em • Segue que o complementar de S ê aberto
em J 0  J2 e a s s im S é fechado em J o • Como S contêm o ponto
0, ele não ê vazio. Consequentemente S deve ser todo o espaço
J,n -V
A proposição 3.1 não ê verdadeira para variedades não 
-Hausdorff. Isto ê ilustrado em
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Exemplo 3.1
Seja M o subconjunto de IR que consiste do conjunto 
U de todos os pontos (z^, z^ -, 0) onde z^ , z ^ é l R  e do ponto
( 0 , 0 , 1 ) .
Seja V o conjunto obtido de U substituindo (0,0,0) 
por (0 ,0 ,1).
2 v-As cartas x,y de M em (R com domínio U, V, defini­
das por
X (Z^ , Z 2 , 0) - (Z^ , Zrj)
y (z x , z 2 , 0) = (z x , z 2) f 0 ; y (0 , 0 ,1) = (0 ,0 )
determinam uma estrutura C°° em M. A mudança de coordenadas
- 2 correspondente e a função identidade em (R -(0,0).
d 3 Os campos de vetores ----=r em U e ----=r em V coinci-
3x 3y
dem em U n  v e assim, conjuntamente, definem um campo de v e ­
tores X = — j^- + — em M.
3x 3x
A curva em M com domínio IR definida por c^s =
r(s-l,0,0) ê uma curva integral de X partindo de (-1,0,0) já 
que qualquer curva integral de X é da forma c = (t+k^,t + k ? ,k ^ ) •
A curva em M com domínio IR definida em |R por C 2S =
=(s-l,0 ,0 ) se s f 1 e C 2I = (0 .0 ,1) também ê uma curva inte - 
gral de X partindo de (-1,0,0) pois c = (-1,0,0). Mas
Cjl = (0 ,0 ,0) e c 2l = (0 ,0 ,1) .
3
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Portanto estas duas curvas partem do mesmo ponto, 
mas não coincidem no ponto 1 da interseção de seus' domínios.
Definição 3.3
A união dos domínios de todas as curvas integrais de 
um campo de vetores, que partem de um ponto m de uma variedade 
de Hausdorff ê um intervalo aberto j(m) de |R. Pela proposi - 
ção 3.1 fica definida no intervalo j(m) uma curva integral má­
xima Ym partindo de m.
No caso.de curvas integrais máximas, o Lema 3.1 pode 
ser extendido como segue:
Proposição 3.2
integral máxima partindo de m, de um
variedade de Hausdorff. 
de J(ni) •
é a curva integral máxima partindo
Prova
Se Ym ê a curva integral máxima partindo de m, seu 
domínio j(m) é a união dos domínios de todas as curvas integra 
is partindo de m.
Pelo Lema 3.1 , y o A ê uma curva integral de X comm s
domínio A_s j(m) partindo de ym s = m' , s &  j ( m ) .
Seja y a curva J 'm
campo de vetores X em uma 
Seja s um ponto
A curva Vm o Ag
de y s e seu domínio ê m
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Seja Ym » a curva integral máxima partindo de m'=ym s,
cujo domínio j(m' 5 a união dos domínios de todas as curvas 
integrais partindo de m'= Ym s .
Como as curvas integrais v o X. e v , partem do mes° ' m s m r —
mo ponto m ' , elas devem coincidir, pela proposição 3.1, em 
A_s J( m^) n  J (m'). Mas Ym , ê uma curva integral máxima, então
;X_S j(m) C- j(m')
Segue que -s £■ J(m') e pelo Lema 3.1
Y , o x ê uma curva, integral com domínio X J(m') Tm -s & s
partindo de y ,(-s)= y = mm Y s'm
As curvas integrais T ,o A e y partem do mesmom -s
ponto m, então elas devem coincidir em j(m') O  J (m) . Como 
Ym é uma curva integral m á x i m a , j(m') C j ( m )
0 domínio áe y o X ê portanto igual ao domínio J(m') m s
de Y < e assim y Õ X  = Ym ' ® uma curva integral máxima par - m iii 3 in
tindo de Y s = i'.'m
Definição 3.4
Um canpo de vetores em uma variedade de Hausdorff 
M ê completo se j(m)= (R para cada ponto m G  M.
- 96 -
Definição 3.5
Uma variedade M é compacta se, com sua topologia i n ' 
duzida (def.1-3.1), ela ê um espaço topologico compacto.
Proposição 3.3
Um campo de vetores em uma variedade de Hausdorff M 
é completo se e s5 se existe uma vizinhança I de 0 em |R tal que 
cada curva integral mãxima estã definida em I .
Prova
a) Que a condição ê necessária segue da definição 3.1 
e da definição 2 .2 .
b) Para provar que a condição é suficiente, suponhamos 
que exista a vizinhança I de 0 em IR tal que cada 
curva integral mãxima estã definida em I . Então exis^ 
te um número real positivo e tal que o domínio de 
cada curva integral mãxima contém o intervalo fecha 
do f-e , êj .
Vamos supor que J(m)^\R para algum .ponto m e mostra 
remos que isto leva a uma contradição.
a) Se J(m) tem um menor limitante superior b, segue que 
b- e €■ J(m) .
Se m' = Ym (b-e) segue pela proposição 3.2 que o do­
mínio da curva integral mãxima partindo de m' ê
j(m') - X_^ + £ j(m) tal que cada elemento de 
J(m') ê menor que e e J(m') não conterá (je, ej .
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b) Se j(m) tem um maior limitante inferior a , consi^ 
deremos m 1 = ym (a + e ) . Então
j ( m ' ') = X j(m) tal que cada elemento de“ci“" £
é maior que £ e j ( m ' ' )  não conterã £-e e j .
Por a) e b) chegamos a uma contradição.
Portanto o domínio de cada curva integral mãxima ê to
do o IR.
Esta proposição serã usada para provar a seguinte
Proposição 3.4
Cada campo de vetores em uma variedade de Hausdorff 
compacta M ê completo.
Prova
Seja X um campo de vetores em M, então pela proposji 
ção 2.2 para cada ponto hIqEM existe uma vizinhança Vq e um 
intervalo aberto Jq de IR contendo 0 , tal qüe existe uma cur­
va integral com domínio Jq partindo de algum ponto de V q .
M  ê compacto, então podemos cobrir M com um número 
finito de tais conjuntos abertos V q . Então a interseção dos 
intervalos correspondentes ê uma vizinhança I de 0. Como j(m) 
e a união dos domínios de todas as curvas integrais que par 
tem de m, I esta contida em J(m) para cada ponto m£-M. Segue 
que cada curva integral mãxima partindo de m esta definida em
I. Pela proposição 3.3 X é completo.
- 98 .-
4 - Fluxo de um campo de vetores
Vimos que em qualquer campo de vetores X de uma v a ­
riedade de Hausdorff M existe uma curva integral máxima Ym com
domínio j(m) partindo de um ponto m £  M.
Definição 4.1
Se D ê o conjunto dos pontos (s,m) de IR x M tal que 
s £. j(m) , a função
$ : |R x M ---- com domínio D definida por
(s,m) I----- > Y s é chamada o fluxo dov m ----------
campo de vetores X .
Vamos mostrar que a curva integral máxima partindo
de Y s ê m
$ (r+s,m) = $ '(r, $ (s ,m))
Sejam B(r) = <í> (r+s,m) , ô(r)= $ (r,$ (s,m)) =
Como $ (s,m)= Ym s > então
6 (0 ) = <*> (0 + s ,m) =$ (s,m) = Y sm




Como consequência da Proposição 2.1, segue o
• Lema. 4 .1
0 fluxo de um campo de vetores em uma variedade de 
Hausdorff M ê diferenciável em uma vizinhança de (0,m) onde m 
ê um ponto de m.
Esta propriedade local pode ser estendida pela s e ­
guinte
Proposição 4.1
0 fluxo de um campo de vetores em uma variedade de 
Hausdorff é uma função diferenciável.
Prova
Seja S o conjunto dos pontos s Ç. jCjíIq), onde j(ii1q) 
ê um intervalo aberto de |R no qual está definida uma curva in 
tegral máximaym ^ partindo de um ponto h1q£. M.
Seja $ diferenciãvel em (s,ii1q). Então S é um subcon 
junto aberto do subespaço J(mQ) de|R. Pelo Lema 4.1, S con 
têm 0 .
Vamos mostrar que S também é um subconjunto fechado 
de J( iiiq) e portanto S= J (ihq) •
Seja s um ponto do fecho do subconjunto S de J (hIq ) . 
Aplicando o Lema 4.1 ao ponto (0,m^) onde m^ = $ (s, itiq) , 
existe uma vizinhança J de 0 e uma vizinhança V de m^ tal
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que $ é diferenciãvel em J x V.
Como $(s,mQ) ê diferenciãvel então a curva inte­
gral si- > $(s,mQ)= Y m ^s é contínua. Segue que existe uma
vizinhança N de s tal que $(s' ,mjj) C V, se s '€, N.
Podemos escolher s', tal que s - s'£T J e s ' £> S .
Como s' €. S então a função f : |R x M ---- >IR x M
definida no conjunto D dos pontos (s,m) tal que s G  j(m) 
por (s ,m) * ^ (s-s' , $ ( s ',m)) ê diferenciãvel em (s , mg) .
Como s-s ' J e $ (s ' ,it1q) £  V, então pelo Lema 4.1,
$ é diferenciãvel em (s-s', $ (s',!^)).
Pela propriedade de í> , dada apos a definição 4.1 
C$_ o f)(s, m Q) = $ £ ( s , m 0)= $ ( s - s ' , _$(s’-,m0))
= <í>Cs-s'+s',mg)
= $_(s,m0)
Segue que $ ê diferenciãvel em (s,ii1q) e assim
s £  S. Portanto S ê um subconjunto fechado de J(ii1q).
Em seguida descreveremos um exemplo de uma equa 
ção diferencial em uma variedade quociente (Def. 1-4.10). 
Para isto precisamos da
Definição 4.2
Se p  : M ----^ M '  ê uma função diferenciãvel glo
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bal e c ê uma curva em uma variedade M, o levantamento canô- 
nico da curva 0 o o em T M ’ ê 0 * o c , onde c =' c* o ê o ----------- --- - -------
levantamento canônico em TM (Def. 1.2).
Proposição 4.2
Seja 0 : M ----- ^ M' uma função diferenciãvel glo­
bal e X,X' campos de vetores 0 - relacionados (Def. 3.1) em 
M,M' respectivamente.
Se c ê  uma curva integral de X então 0 o c ê uma 
curva integral.de X'.
Prova
Como X,X' são 0 - relacionados então pela defini­
ção 3.1
0* 9 X = X' ° 0
Pela definição 4.2 o levantamento canônico de 
0 o c ê 0 * ° c .
Devemos mostrar que 0 * o c = X' o (0 o c)
Se c ê uma curva integral de X, então c =X o c • 
Segue que o levantamento canônico de 0 o c ê
^ O c  = 0* O (x o c) = (0* o X) o c = (X'o 0) )o 
= X' o (0 o c) .
Definição 4.3
c
Sejap uma relação de equivalência em M. Suponha 
mos que o conjunto quociente M / p  admita a estrutura de uma
variedade quociente M' (Def. 1-4.12) e V* :M ---- > M' seja a
sobrejeção natural.
Um campo de vetores X em M ê proj etável se a fun
ção
p* o X : M ----> TM' ê um invariante da relação de
equivalência, isto ê, Çu* 0 X)m^ = ( lJ* 0 X ) m 2 se (m^, m 2)£ p •
u* o X induz uma única função global ([4], - Cap.
V I - 3) , X' : M' ----- > TM' tal que V* ° X = X ’ ° U
V o X 
IR“ -------- —* TtR '/Z x 2
i - « - "
IR2/Z X s
Como y* o X ê diferen c i á v e l , então X' o y é diferen 
c i á v e l . Segue que X' ê diferenciável pela Proposição 1-4.4.
Já que X 1 ê diferenciãvel e ê uma secção de
ir' : TM' ---- ^ M' (definição II-1.3), então X' ê um campo de
vetores em M', X' é chamado a proj eção de X e como y.* o X =
= X 1 o y , eles são v-- r elacionados.
Consequentemente se M ’ ê uma variedade quociente de
M e \í :M ----^ M' ê a sobrejeção natural, um campo de vetores X
é projetável em M' se e s5 se existe um campo de vetores X' em 
M 1 que ê u-relacionado a X.
Na Proposição 4.2, suponhamos que M' ê uma variedade 
quociente de M e y:M ---- ^M' a sobrejeção natural e consequen­
temente uma submersão de M em M '. Suponhamos também que X,X' 
são campos de vetores em M , M ' , respectivamente, U-relacionados 
e portanto X ê projetável em M ' . Segue que se c ê uma curva in­
tegrável do campo de vetores projetável X então y o c ê uma cur 
va integral da projeção X' de X.
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Exemplo 4.1
2 '  -  Z x Z age em |R como um grupo de transformaçao de^
contínuo (Def. 1-4.12 e 4.13).
2As transformaçoes em |R formam um grupo composto
pelas transformações 0 , g £  Z x Z onde para g=(l,0) respe-
S 2ctivamente g=(0,l) , 0 opera em IR porO
(z^ , Z 2) l----- ) (z^ + 1 , Z 2) respectivamente
(z, , z 7) 1----- > (z, , z- + 1)
g 6 Z x Z
Estas duas transformações geram as restantes 0^ com
2Elas determinam uma relaçao de equivalencia em |R .
- 2 ~ - wm^ , n^C- 1R sao equivalentes se e so se n^Pgin^
para algum Z x Z.
2|R /Z x Z tem a estrutura de uma variedade quociente 
de dimensão dois. Vamos obter um atlas que define esta estru­
tura, considerando a sobrejeção natural
2 2 2 y : |R ---- ^ (R /Z x Z que leva cada ponto de |R em suas
classes de equivalência,
2Sejam , U 2 , os conjuntos abertos de IR
para os quais respectivamente
0 < z 1 < l  , 0 < z 2 < l
- 1 < z-i < _1_ » 0 < z7 < 1~~1 2 1
0 < z l < 1  ’ ”T < Z 2 < ~2~
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~ T  < zl< T - T < Z 2 < 'T
y é injetiva nestes abertos.
-1As cartas y^= (y/LK) com domínios for­
mam um atlas, o qual define uma estrutura de variedade quo- 2ciente em |R /Z x Z .
- 2Seja o conjunto F dos pontos de IR tal que O f - z ^ ^ l ,
- 2i=l,2 . Obtemos um espaço topologico homeomo^fico a |R /Z x Z, 
identificando pontos equivalentes Ç 0 , z 2  ^ e ^ ,z2  ^ ’ e
(z^,l) no bordo de F
Um campo de vetores em IR , definido em termos da car 
ta identidade x por
f^"(x^,x2) — + f 2 ( x ^ x 2) * ® invariante sob am- 
9x 9x2
bas as transformações se e sõ se
fa (x1 + l , x 2) = fot(x1 ,x2) = fot(x1 ,x2+l) • (a=l, 2) .
2 -Um campo de vetores, desta especie, em |R e port a n ­
to projetãvel pela definição 4.3.
Vamos mostrar que tal campo de vetores ê projetãvel 2na variedade quociente (R /Z x Z, considerando o campo de veto 
res
X = a^ — + a 2 — , onde a^ e a 2 são números 
ax1 ax^
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reais diferentes de zero.
As curvas integrais c de X são definidas em |R por
Segue pela proposição 4.2 que y o c ê uma curva in 
tegral da projeção X' de X.
Vimos que um campo de vetores em uma variedade M, 
determina uma equação diferencial de primeira ordem em M.
Veremos agora que uma certa classe de campo de ve 
tores em TM determina uma equação diferencial de segunda or 
dem em M.
Na secção 6 , definiremos um tipo especial de equa 
ção diferencial de segunda ordem em um campo de vetores em
TM, cujas soluções são as geodésicas deste campo de vetores.
Como X ê projetãvel, então a função
( y * o X ) : induz uma função g l o b a l ( D e f .4.3)
■> T (R2/z x z tal que
^ * ° X = X ' ° u  , e X '  e u m  campo de vetores em
2 - IR /z x z 0 Qual e a projeção de X.
1 7 Como y o c= y o (z-^  + a t, z 2 + a “t) , entao
(y o c) 0 = y(z^ , z 2) determinam as curvas partin
2do de um ponto em |R /r, ^ .
5 - Equações diferenciais de segunda ordem em 
uma variedade M
Se S é uma superfície de dimensão n contida em 
IRn + 1 , uma geodésica ê uma curva que prossegue reta na s 
perfície, isto é, uma geodésica não tem componente de ac 
leração tangente a superfície (C*Q)*
Os campos de vetores em TM que estamos interes­
sados, ficarão caracterizados em
Propos ição 5 .1
Cada curva integral de um campo de vetoresç em 
TM ê o levantamento canônico de uma curva em M se e so se
tt* o £ ê a função identidade em TM.
F 7r*TM —í T (TM) -- TM
Prova
Uma curva k em TM é o levantamento canônico de 
uma curva c em M se e só se (definição 1.2)
k = c = c* o — : |R ---- } TMct-
Segue que k ê o levantamento canônico de uma cur 
v a e m M s e e s o s e
3 3 *k-(tto k * o "jpj. ★ o k * o *0^  * o ^
Isto ê visto em




1T*0 k* = (tt o k) * : T |R ---- } TM
Consequentemente
_____  K  TT
|R -■3t ■> T IR — *— > T (TM.) — ——> TM
8 * *= k e k=ir* o ko 3t
Portanto cada curva integral de um campo de veto
res ç: TM ---- > T (TM) ê um levantamento canônico de uma
curva èm M se e só se
k = TT*0 £ o k  para todas as curvas integrais
k ç ir *
IR ----- > TM -------- -> T (TM) ------- TM
Desde que existe uma curva integral partindo de 
algum ponto v de TM, então
k0 = v, e assim k=Tr*o Ç o k se e só se
k0 =(tt*( òç o k) 0 = v 
Segue que
k 0 = tt* ( ç (k0 )) = v 
= tt* ( Ç v )  = v
= (fr* o Ç ) v = v se e só se 
i* o Ç é a função identidade em TM.
Definição 5♦1
©
Na definição 1.2, c ê o levantamento canônico em• •
TM de uma curva c em M. Representaremos por c o levanta-
mento canônico de c em T (TM) .
Definição 5.2
Se Ç ê um campo de vetores em TM tal que tt*o Ç ê 
a função identidade em TM, então
• • •




Uma curva c em M que satisfaz a condição c =Ç o c
e tal. que c 0 = v, ê chamada úma solução com condição inicial 
v ou uma curva integral partindo de v do campo de vetores Ç.
6 - Equações diferenciais definidas por um 
Spray
Pelo Lema 3.1, se c é uma solução de uma equação 
diferencial c = X o c então c o À também ê uma solução, onde
X : |R ---- ) |R ê uma translação, Um resultado semelhante ê ver
dadeiro para uma equação diferencial de segunda ordem
• • •
c = Ç  °c, desde que sejam impostas certas condições ao campo 
de vetores Ç .
Consideremos a mudança de parâmetro a : |R ---- ^ tR
da forma
s I----- > as+3 , a f 0
A  diferencial a* : T |R ----- ) T IR ê determinada por
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* - 9Ic = c* o a.k o
3 ^
Desde que e invariante sob uma translação,
• a * •c ’ = c * 0 0 ° = c o cr = ac. o a9x
Consequentemente se^ a* : T(TM) ---- >T(TM) represen
ta a diferencial da função a: TM ---- > TM tal que v l---- > av ,
= c '*0 L  = (etc o a )*o 3




• • » <\ • •
' ^ a ^ o  c* o o a = a * o  c o crc * * 9t * ^
• •
■■= aa* o c o a
Portanto se c' = c o  a ê solução da equação diferen 
ciai c ' = E, o c' , c' deve satisfazer esta equação ou seja, de 
ve satisfazer a equação
.* • *
aa* o c o a = Ç o (ac o a )
aa * o ( Ç o c) o a = Ç o (a c o a )
• • 
aa* g  (c o a)) = £ (a ( c o  a})
Pela definição 1.2 c ê o levantamento canônico de 
uma curva c em M, portanto c 0 a ê o levantamento canônico de
XC = C o O t
I
Portanto, pela definição 5 .3 ,c ■ = c oa satisfaz a • • 
equação aa*(Ç ( c o o ) )  = Ç(a(c o ct)) se e sô se
aa*í>v)= ç (av) 
para todo v€ TM e a £  |R-0 .
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Definição 6.1
Um campo de vetores ç em TM ê chamado um spray sobre 
M se Ç satisfaz as condições ç (av) = aa* (r v) e tt* v) = v.
As soluções da equação diferencial definidas por um 
spray são chamadas as geodésicas do spray.
7 - Spray associado a uma conexão linear V
Definição 7.1
Um vetor w é T ( T M )  ê vertical se e só se ir* w  = 0
Definição 7.2 ‘ '
Seja V uma conexão linear em M.
Seja o subespaço n-dimensional de Tv (TM), definjl 
do para cada v 6  TM, por H v = Y*(TmM) , onde Y d^-^Cm) (defi­
nição III — 1.1) , tal que
Ym = v , ^ ZY =0 para todo z £ T^M e a função deri­
vada Y* leva um vetor tangente em m a um vetor tangente em v.
Estes subespaços são chamados h o r i z o n t a i s . Eles não 
possuem nenhum vetor vertical diferente de zero.
Estes subespaços possuem as seguintes propriedades
(i) tt*H = T MV 7TV
(ii) a*Hv = H ay , para todo a £  |R-0
Se v &  TM , temos um isomorfismo do subespaço ho
rizontal H em T M definido porV  7TV r
W  I------ > 7T*W
Consequentemente existe um único vetor horizontal
em v tal que
= v
A função
£ : v «---- > ?v , definida por
c ^ i 3 ^ / rA  ^ i k 3í =4___y — j - /—..  ^ ( r ^ o  tt ) y y — j
i 3x" i,j,k 3y
vamos mostrar, na proposição seguinte, que ê um spray sobre M.
Ela ê um spray associado a uma conexão linear V , 
chamado spray geodésico.
Suas geodésicas são chamadas as geodésicas da cone
J^ão.
Proposição 7.1
A função Ç: v » ----- ® um spray sobre M, onde ? v
ê um vetor horizontal em v tal que tt*£v = v .
Prova
Seja x uma carta de M com domínio U.
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Seja (x,y) a corespondente carta padrão de TM, de 
finida em II-3.1.
Suponhamos que no domínio da carta (x,y)
Ç ‘' E Z y i <*,y) - V -9x a y 1
2n
onde £ : |R - ----- ^ |R ê uma função diferenciavel
na imagem de (x,y). .
Se TTV £  U ,
7r* (“ T V + = 5 = °’ já que3x 9x 1TV 3Y v
S - (-----) e vertical.
3y
Sejam E, , ... , E vetores horizontais em ir ^U, de1 n —
finidos por ______
•e 3 /  h ( j -. 3
E i  -T T T  '  t r - r -  ?  ( rih  °  ^  ~ T J  3x h,j 3yJ
E^v, ... , Env formam uma base para Hv se
V  1T ^ U .
Segue que
9 — 1 ■rc* (E. v) = C----e assim em tt" U,
1 Sx1 v5 Ei -HL/1 - K - r - , (rik°"i 3x i , j ,k D y i
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Portanto^ ê um spray sobre M, jã que satisfaz as
condições
**('çv) = v e cta*(çv) = ç(av)
8 - A  aplicação exponencial para um spray
Nesta secção suporemos que M é uma variedade de 
Hausdorff e consequentemente TM também ê uma variedade de 
Hausdorff.
Definição 8 .1
0 fluxo de um campo de vetores ç em TM ê uma fun 
ção diferenciável (pela proposição 4.1)
$ : |R x T M ------^ TM, definida por
onde Yv ê uma curva integral mãxima partindo de v.
Lema 8.1
Seja Y v uma curva integral mãxima de um spray £.
Se s,z são números reais tais que sz pertence ao 
domínio j(v) de y , então z pertence ao domínio J (sv) de




Vamos supor s f 0
Seja Y ' uma curva em TM definida por z )------> s y v (sz)
Seja a s : IR -------a função definida por
z f----- ) sz.
E n t ã o :
• ' , -\ 3 _ 3 'Y - CsY o a J* o -------- SY„*° a o3t v s* 3t
Se s* : T(TM) ---- > T(TM) ê a diferencial da função
—^ TM definida por v I---- > sv,
♦ g
Y = s * o y v * o a s * o - g y
Mas o s *(— ^-) = s (-*— ) „  e
3t SZ 3t 52
s' —  (os)z ' s ( - 2- )3t 3t sz
Segue que
0 0 —-—  = s ——  0 a s e então 
S* 3t 3t
3Y - s* o Yv* 0 s ----- o a,3t
Como por hipótise sz pertence ao domínio J(v) de
então
;'z ■ ' (5. O Yv ,0 S -|j- 0 0S ) Z
■ <s *° *v. 0 s ~ j r ) a s z
= (S *° 0 s - f t - 3 32
- (s. O s ( ^ - )
SZ
= s *  < w s H í t V
s *  (- S Y v *  dt~^sz^
s s * (Yv*  ^ 3t^sz^
Portanto
T ’ = ss* O Y  o o a,Xr* 3t s
= ss* o yv o as
Ja que, por hipótese yv © uma curva integral de
Yv = K o Yy e portanto
y' = ss* o Ç o y v o a s
Como £ ê um spray
Y ’ = Ç o y ’ e ss* (çv) = ç(sv)
Portanto y ' ê uma curva integral de ^ partindo de 
sv e assim y ’ deve concordar com a curva integral mãxima y .
Consequentemente
Y ’z = Y svz = SY V (SZ) se sz Ê J ( v )
Definição 8 .2
Seja W o conjunto dos pontos w 6  TM tal que (l,w) 
pertence ao domínio do fluxo $ de um apray.
W ê aberto jã que o domínio de $ê um conjunto aber 
to de |R x TM.
W inclui os elementos zero de TM, jã que estes são 
pontos críticos do spray e assim as curvas integrais partindo 
destes pontos estão definidas em |R.
Como W ê aberto em TM, temos uma função diferenciã- 
vel definida em
Definição 8 .3
Se m  ê um ponto de M, T^M ê uma subvariedade de TM 
(Cap. O-Def. 12} e assim a injeção natural j : TmM  ----- ^ TM
é diferenciãvel. Segue que a função Exp. o j •' TM ------M ,
representada por Exp : TM ---:—} M  ê diferenciãvel e seu do
m
mínio ê uma vizinhança do elemento zero em T M.* m
Proposição 8.1
\
Seja Ç um spray sobre uma variedade de Hausdorff e 
m ê qualquer ponto de M.
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Se v é um ponto em TmM, então Expm leva a linha pa
rametrizada s I---- > sv, s £ j ( v )  ã geodésica em M com condição
inicial v.
Prova
Pelo Lema 8.1, se s £.j(v) então l ê j ( s v )  e
I'sv1 = s Y v s
Segue que
Expm *-sv  ^ = = ^  Y Sv ^  = tt(Yv s)
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